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Теория восстановления сигналов 
направлена на разработку методов 
апостернорного устранения искаже- 
ний, вносимых реальными приборами 
и окружающей средой в результаты 
наблюдения каких-либо процессов 
м явлений. 

Вопрос о редукции к идеальному 
прибору был поставлен Рэлеем еще 
в 1871 г. в связи с некоторыми зада: 
чами спектроскопии и состоял в сле 
дующем: можно ди после опыта так 
обработать функцию, наблюдаемую 
на выходе некоторого реального при- 
‘бора, чтобы полностью восстановить, 


сигнал, поступивший на его вход? 
Иначе говоря, возможна ля такая 
‘обработка результатов наблюдения, 
которая по выходному эффекту экви- 
валентна приведению реального при- 
бора к идеальному? Ответ на этот 
вопрос в настоящее время дается 
с общих познций решения некоррект- 
ных задач математической физики, 
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мых реальными приборами н окружающей 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Каждый исследователь хотел бы 
пользоваться в своей работе идеаль- 
ными приборами, т. е. приборами, ко- 
торые не вносят искажений в резуль- 
тат наблюдения исследуемых процес- 
сов и явлений. На практике вместо 
истинного сигнала, который можно 
получить от идеального прибора, мы 
обычно наблюдаем некоторый иска- 
женный сигнал. Устранение искаже- 
ний, вносимых реальными приборами, 
требуется в самых различных обла- 
стях науки и техники: в оптике и 
электронной микроскопии (компенса- 
ция аберраций систем построения 
изображений), в радиоастрономии и 
локации (устранение сглаживающего 
действия антенн), в акустике и технике 
связи (выравнивание частотных ха- 
рактеристик передатчиков и приемни- 
ков) ит. д. 

Существуют два принципиально 
различающихся способа устранения 
искажений. Первый, который можно 
назвать априорным, состоит в том, что 
при помощи искусных технических ре- 
шений совершенствуют конструкцию 
реального прибора, добиваясь миниму- 
ма искажений в системе приема сиг- 
нала. Этот способ в основном исполь- 
зуется в современной измерительной 
технике. Но возможности техническо- 
го совершенствования аппаратуры не 
всегда безграничны. По мере улучше- 
ния технических характеристик неиз- 
бежно возрастают сложность и стои- 
мость аппаратуры. Кроме того, сами 
процессы наблюдения (измерения) 
обычно связаны с различными некон- 
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тролируемыми факторами, искажающее влияние кото- 
рых нельзя устранить никаким конструктивным улучше- 
нием аппаратуры. Примером такого фактора может 
служить влияние атмосферы на процесс съемки звезд- 
ного неба с помощью телескопа. 

- Другой способ устранения искажений, который бу- 
дем называть апостериорным, заключается в восстанов- 
лении самих сигналов. Под восстановлением сигнала 
будем понимать такую обработку отклика на выходе 
прибора, которая позволяет получать функцию, наибо- 
лее близкую (по тому или иному критерию) к истинно- 
му входному сигналу. Процесс восстановления преду- 
сматривает апостериорное обращение тех этапов форми- 
рования сигнала, которые вызвали его искажение. При 
этом реальные явления, вызывающие искажения, заме- 
няются их математической моделью. 

Восстановление сигналов становится исключительно 
актуальной проблемой в свете повышения эффективно- 
сти и качества научных исследований и производства. 
Полное решение проблемы восстановления искаженных 
сигналов, по существу, означало бы редукцию к идеаль- 
ному прибору. 

Вопрос о редукции к идеальному прибору был по- 
ставлен Рэлеем еще в 1871 г. в связи с некоторыми за- 
дачами спектроскопии и состоял в следующем: можно 
ли после опыта так обработать функцию, наблюдаемую 
на выходе некоторого реального прибора, чтобы восста- 
новить истинный сигнал, поступивший на вход прибора? 
Фактически речь идет о возможности абсолютно полной 
коррекции искажений, вносимых реальными приборами 
и окружающей средой в результат наблюдения каких- 
либо процессов и явлений. 

Дальнейшие исследования показали, что редукция 
к идеальному прибору возможна лишь в нереальном 
случае абсолютно точных измерений. Наличие сколь 
угодно малых ошибок измерений и помех приводит 
к тому, что на восстановленный сигнал накладывается 
некоторая случайная ложная структура, порожденная 
неизбежным усилением шумов в процессе редукции. 
В результате тот выигрыш, который можно ожидать от 
компенсации систематических погрешностей прибора, 
сходит на нет из-за возрастания случайных ошибок. 


< 
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Причина этого явления порождена спецификой са- 
мой задачи восстановления сигналов. С точки зрения 
математической физики восстановление сигналов являет- 
ся типичной обратной задачей и принадлежит к классу 
некорректно поставленных задач. Решение таких задач 
связано с принципиальными трудностями. 

Общие методы решения некорректно поставленных 
задач математической физики были развиты в послед- 
ние 10—15 лет усилиями главным образом математиков 
советской школы, возглавляемых А. Н. Тихоновым. Раз- 
личные методы решения изложены в монографии 
А. Н. Тихонова и В. Я. Арсенина |1] и обзоре В. А. Мо- 
розова [2]. 

По вопросу применения методов решения некоррект- 
ных задач непосредственно к восстановлению сигналов 
накопилось большое количество статей, опубликованных 
в многочисленных отечественных и зарубежных журна- 
лах и сборниках, Особенности восстановления сигналов 
как некорректной задачи показаны также в монографии 
Я. И. Хургина и В. П. Яковлева [3]. Ранние попытки 
редукции к идеальному прибору были рассмотрены 
в работе С. Г. Раутиана [4]. Некоторые зарубежные 
исследования по восстановлению сигналов отражены 
в обзоре М. Сондхи [5]. 

Однако книг, специально посвященных этому направ- 
лению, в отечественной и зарубежной литературе еще 
нег. Кроме того, в опубликованных статьях по теории 
восстановления сигналов часто переоцениваются воз- 
можности реализации обсуждаемых методов и алгорит- 
мов восстановления при помощи современных средств 
электронно-вычислительной техники. К сожалению, про- 
изводительность современных универсальных ЭВМ не 
всегда достаточна для решения задач восстановления 
высокоинформативных сигналов. Так, например, для 
восстановления одного изображения вещательного теле- 
визионного стандарта даже на ЭВМ, имеющей быстро- 
действие 1 млн. операций в секунду, может быть затра- 
чено время порядка десятков минут и даже часов. 
Между тем с помощью методов оптической обработки 
информации и голографии [6] эта задача решается 
практически мгновенно. Но теория и техника голографи- 
ческих методов восстановления сигналов развиты лишь 
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в последние годы и известны узкому кругу специали- 
стов. 

Данная работа ставит своей целью с единых позиций 
рассмотреть как математические аспекты восстановле- 
ния сигналов с учетом некорректности задачи, так и 
научно-технические проблемы восстановления сигналов 
на ЭВМ и методами оптической обработки информации 
и голографии. 

В гл. | излагаются математические основы теории 
восстановления сигналов, приводятся общие методы 
решения основного интегрального уравнения восстанов- 
ления и обсуждаются способы борьбы с шумами при 
восстановлении сигналов. В гл. 2 рассмотрены способы 
регуляризации решения и конкретные методы восста- 
новления сигналов, учитывающие некорректность зада- 
чи. Особое внимание уделяется численным методам и 
вопросам их алгоритмизации. Глава 3 посвящена опти- 
ческим методам восстановления сигналов. Рассматрива- 
ются процессы восстановления сигналов в когерентных 
оптических системах и способы синтеза голографических 
восстанавливающих фильтров. Изложение вопросов 
теории сопровождается примерами моделировання алго- 
ритмов восстановления на ЭВМ и результатами экспе- 
риментов по восстановлению изображений в оптических 
системах. 

В качестве математической модели искажений в ра- 
боте используется в основном модель линейной однород- 
ной (стационарной) системы. Задачи восстаковления 
сигналов с более сложными моделями искажений затра- 
гиваются лишь косвенно. 

Книга рассчитана на широкий круг читателей — 
научных работников и исследователей, работающих 
в различных областях физики и техники. 

Автор выражает благодарность чл.-корр. АН СССР 
Л. Д. Бахраху и д-ру физ.-мат. наук В. П. Яковлеву за 
ценные замечания, сделанные при рецензировании 
рукописи. 


СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 


с(т) — ковариационная функция 
С(о) — фурье-образ ковариационной Функции 
С — ковариационная матрица 
$, #, ©, Я— операторы; 
Ю — матрица производных 
Е — знак математического ожидания 
Е — комплексная амплитуда поля 
Р(х) — наблюдаемая функция, отклик прибора 
| вектор, составленный из отсчетов наблюдаемой 
функции 
17 — транспонированный вектор 
{— фокусное расстояние линзы 
Е(©) — спектр наблюдаемой функции 
$ — знак преобразования Фурье 
а(х) — весовая функция прибора (импульсная перехол- 
ная характеристика) 
Н — матрица весовых коэффициентов, составленная 
из отсчетов функции (х) 
п» — элементы матрицы Н 
Н(®) — передаточная функция прибора (системы, филь- 
тра) 
1 — интенсивность поля 
К(о) — стабилизирующий множитель 
в— волновое число, ?л/А 
Р (ѕ) — априорная плотность вероятности 
Р(115) — плотность условной вероятиости 
Р(х|а) — инликаторная фупкция 
й(®) — корреляционная функция процесса (х) 
В!(@) — спектральная плотность мощности (энергетиче- 
‘ский спектр) процесса {(х) 
з(х) — входной сигнал 
$— вектор, составленный из отсчетов входного сиг- 
нала 
5х) — оценка входного сигнала (восстановленный сиг- 
нал) 
5.(х) — оценка входного снгиала, зависящая от парамет- 
ра регуляризации 
$(@) — спектр входного сигнала 
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То) — функция пропускания пространственно-частотно- 
го фильтра 
о(х) — аддитивный шум 
у — вектор шума 
У (©) — спектр реализации шума 
0 (х) — мультипликативная помеха 
а — параметр регуляризации 
^ — длина волны света 
М: — собственные значения 
и: — сингулярные числа 
эу — частота 
рғ — расстояние между элементами в пространстве Е 
Ф — интегральное значение отношения сигнал/шум 
Ф(о), $ (и), х(р) — распределения комплексных амплитуд света 
ЧУ (о) — отношение сигнал /шум 
; — волновые сферондальные функции 
© — круговая частота 
[5] — стабилизирующий функционал 


МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
ОСНОВЫ 

ТЕОРИИ 
ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
СИГНАЛОВ 


1.1. ОСНОВНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 


В физике и технике широко используется понятие 
линейной системы (линейного прибора). Обозначим че- 
рез з(х) закон изменения входного воздействия, а через 
[(х) — функцию на выходе системы. Будем называть (х) 
входным сигналом или просто сигналом, а [(х) —выход- 
ным сигналом или откликом. Если система линейна, то 
она обладает свойством суперпозиции сигналов, которое 
предусматривает выполнение следующих требований: 

— при усилении входного сигнала без изменения 
его формы в к раз форма выходного сигнала также не 
должна изменяться, а амплитуда должна увеличиваться 
вк раз; 

— при подаче на вход системы суммы сигналов 
отклик системы должен быть равен аналогичной сумме 
выходных сигналов, соответствующих отдельным воздей- 
ствиям. 

Для оператора линейной системы $, ставящего 
в соответствие каждому входному сигналу $(х) из мно- 
жества $ некоторый выходной сигнал {(х) из множест- 
ва Ё, эти требования можно записать в виде 


2 [куза (х) + еб» (х) +. . „тт (х) ка. [1 (х)] + 
[5 (х) 1+... [т (х) Јај (х) + 
Ей (х) +... (х): (х) е8; р(х)еЕ. (1.1) 


В линейных системах соотношения между измене- 
ниями физических величин обычно выражаются линей- 
ными дифференциальными уравнениями. Анализ нели- 
нейных систем, в которых указанные соотношения вы- 
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ражаются нелинейными дифференциальными уравне- 
ниями, усложняется отсутствием регулярных методов 
решения таких уравнений. Различие между процессами 
в линейных и нелинейных системах сводится к тому, что 
при анализе линейных систем в силу свойства суперпо- 
зиции по частным процессам можно сделать вполне 
определенное заключение о всех возможных в данной 
системе процессах, а для процессов в нелинейных си- 
стемах этого сделать нельзя. Поэтому теория нелиней- 
ных систем оказывается довольно сложной и в ней обыч- 
но рассматриваются задачи, относящиеся только к опре- 
деленному виду нелинейных систем. Несмотря на то, что 
большинство реальных систем являются принципиально 
нелинейными, часто приходится прибегать к тем или 
иным методам линеаризации исходных уравнений и за- 
тем проводить исследования в классе линейных систем. 

Рассмотрим обыкновенное линейное дифференциаль- 
ное уравнение порядка п с переменными коэффициен- 
тами 


а, (9-0) а, И. а, (х) Роў (а) 


ахл 
(1.2) 


и соответствующее ему операторное уравнение с диф- 
ференциальным оператором 2: 


Ф) == (к), (1.3) 


которые связывают выходной и входной сигналы неко- 
торой линейной системы. 

Допустим сначала, что граничные условия отсут- 
ствуют и существует некоторый оператор 26 такой, что 
4#=9, где 9 — единичный оператор. Тогда, по край- 
ней мере формально, можно записать: 


Ко =265(х). (14) 


Выясним смысл оператора 2, полагая, что вход- 
ным воздействием служит единичный импульс, прило- 
женный в некоторой точке х—&, т. е. сигналом является 
функция Дирака 6(х—Е). Тогда результирующий вы- 
ходной сигнал й, как отклик системы в точке х на им- 
пульсный входной сигнал в точке &, является функцией 


и 
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двух независимых переменных х н Е и должен удовле- 
творять уравнению 


Ч (х, =6 (3). (1.5) 


Если существуег обратный оператор, то отклик должен 
быть равен 


х, Е)=268(х—). (1.6) 


Представляя 5(х) в виде интегральной суммы смещен- 
ных единичных импульсов и учитывая свойство супер- 
позиции (1.1), разрешающее переносить оператор под 
знак суммы, из (1.4) формально получаем 


ноя ое —9 «|- Тозо 
Учитывая равенство (1.6), ия 
Ро) = {56 5: (9а (1.7) 


Таким образом, 26 — интегральный оператор с ядром 
П(х, Е). 

Интеграл вида (1.7) обычно выражает частное, 
фундаментальное решение уравпения (1.2), соответст- 
вующее основному закону функционирования линейной 
системы в установившемся режиме. Для получения об- 
щего решения к частному решению необходимо доба- 
вить все решения однородного уравнения 


Их) =0, (1.8) 


характеризующие переходные процессы в системе. Еслй 
область изменения независимых переменных ограничена 
некоторым промежутком [а, $] и заданы определенные 
граничные условия (начальные или краевые), то общее 
решение уравнения (1.2) в предположении о непрерыв- 
ности всех коэффициентов а(х), а(х), ..., а, (х) и 
функции $ (х) будет 


Н п 
Го) = |, уз ба ой, (1.9) 
а 1=1 
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где (х) — линейно независимые решения однородного 
уравнения (1.8), с: — постоянные, определяемые по гра- 
ничным условиям. 

Иногда удается определить функцию (х, Е) таким 
образом, что сумма в правой части выражения (1.9) 
становится исчезающе малой и частное решение 


Д 
пд [ае 9:0 а 010) 


а 


оказывается одновременно и общим решением уравне- 
ния (1.2). Если краевые условия линейны и однородны 
относительно }(х) и ее производных, то непрерывная 
функция /(х, &), дающая общее решение уравнения 
(1.2) в форме (1.10), удовлетворяет тем же краевым 
условиям, что и [(х), и всюду на отрезке [а, 6] за ис- 
ключением точки х=Е должна удовлетворять уравне- 
нию 


Фр (х, Е) =0; х. (1.11) 


Нетрудно видеть, что если функция #(х, &) опреде- 
лена условием (1.5), то она удовлетворяет уравнению 
(1.11). Этим обстоятельством объясняется, в частности, 
широкое применение функций отклика на единичный 
импульс в различных физических и технических зада- 
чах. Функцию й(х, Ё) в таком понимании называют 
в физике функцией Грина, в теории автоматического 
управления и радиотехнике — импульсной переходной 
функцией, в оптике — функцией рассеяния точки, в спек- 
троскопии — аппаратной функцией и т. д. В дальней- 
шем, пользуясь терминологией теории систем, будем 
называть ее весовой функцией линейной системы. 

Дополнительные условия, налагаемые на функцию 
#(х, Е), а также пределы интегрирования аи Б в (1.10) 
обычно определяются сущностью задачи. Например, 
если в качестве независимой переменной х выступает 
текущее время #, то условие физической осуществимости 
системы как следствие принципа причинности времен- 
ных процессов (отклик не может опережать входное 
воздействие) требует, чтобы 6= а=0 (или а=—оо) 
ий(х, Е) =0 при х<Е. 
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В соответствии с принятой в математической физи- 
ке терминологией рассмотренный выше процесс опреде- 
ления отклика (х) по информации о входном сигнале 
5(х) составляет содержание так называемой прямой 
задачи, т. е. задачи, связанной с отысканием неизвест- 
ных следствий заданных причин. Нас же интересует за- 
дача восстановления сигнала $(х) по информации об 
отклике /(х), которая в этом понимании оказывается 
обратной задачей, так как она предполагает обра- 
щение причннно-следственной связи. По существу. 
любая задача внтерпретацич результатов наблюдений 
и, в частности, рассматриваемый здесь класс задач вос- 
становления сигналов, возникающих при попытке исклю- 
чить влияние на результаты измерений системы наблю- 
дения (т. е. влияние самого измерительного прибора и 
внешних возмущающих факторов), является в извест- 
ном смысле обратной. 

Если бы коэффициенты ао (х), а(х), ... а(х) диф- 
ференциального уравнения системы были априорно из- 
вестны, то решение обратной задачи — определение сиг- 
нала $(х) по наблюдаемой функции {(х) — можно было 
бы найти непосредственно из равенства (1.2). Но в прак- 
тических задачах восстановления сигналов вся инфор- 
мация о характеристиках системы наблюдения обычно 
представлена в виде весовой функции (х, ЕЁ); если по 
каким-либо причингм эта функция заранее не задана, 
то ее можно измерить как реакцию системы на им- 
пульспое входное воздействие. В этом случае решение 
обратной задачи, как это видно из (1.7). сводится к ре- 
шению следующего интегрального уравнения: 


Ре 90) 4—09. 4.12) 


Уравнение (1.12) представляет собой интегральное 
уравнение Фредгольма 1-го рода с ядром (х, ®, ко- 
торое определяет оператор 2 прямой задачи, переводя- 
щий неизвестную функцию 5(Е), выражающую состоя- 
ние объекта наблюдения, в некоторую другую функцию 
х), зарегистрированную системой. Соответствующее 
операторное уравнение есть И 


265]. (1.13) 
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Будем называть уравнение типа (1.12) основным 
интегральным уравнением обратной задачи, а уравнение 
вида (1.13) — основным операторным уравнением. 
В дальнейшем мы будемейюльзоваться различными фор- 
мами записи“ основного интегрального уравнения, учи- 
тывающими возможные ограничения области изменения 
независимых переменных и другие особенности за- 
дачи. 5 

Наиболее общую форму записи основного инте- 
грального уравнения одномерной обратной задачи 
можно представить в виде 


{ае 8) = (8) а= (х); с<х<а, (1.14) 


где отрезки [а, 6] и [с, @] могут быть конечными или 
бесконечными (часто а=с, =й). Уравнение много- 
мерной обратной задачи 


{их 554 =; хе (1-15) 


Ӯ 


соответствует случаю анализа функций нескольких пе- 
ременных (х и Ё — векторы в пространстве Ё, с коор- 
динатами х1, №, ..., Ж И Ё, Ёә, ..., Ёа, причем х при- 
надлежит области И=Е., & — области УЕ, а инте- 
грал в (1.15) понимается как л-кратный интеграл). 
В двумерном случае (например, при восстановлении 
оптических сигналов — изображений) основное инте- 
гральное уравнение записывается в виде 


[Гао и 6 п) (6 п) ат 9, (116) 
д 


где хи у, Ё и п — координаты векторов х и & на плоско- 
сти, ИЕ. 5 

Часто удобно допустить, что ядро уравнения Фред- 
гольма является разностным ядром, т. е. И(х, Е) 
=й(х—Е). Такое допущение широко используется в раз- 
личных физических и технических прикладных задачах 
и означает, что форма отклика системы на импульсное 
воздействие по условию не зависит от того, в какой 
точке области изменения независимой переменной при- 
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ложен импульс. Линейные системы, удовлетворяющие 
этому условию, в теории систем называют однородными 
или инвариантными к сдвигу. В теории автоматического 
управления они называются стационарными системами, 
в оптике — изопланатическими ит. д. 

Основной закон функционирования однородных си- 
стем выражается линейными дифференциальными 
уравнениями с постоянными коэффициентами, а основ- 
ное интегральное уравнение является уравнением типа 
свертки: 


рез олсо, 0) 


которое часто записывают в символической форме: 
х) ж () = (х). (1.18) 


Так как в дальнейшем особое внимание будем уде- 
лять именно однородным системам, рассмотрим некото- 
рые полезные свойства операции свертки. Прежде всего 
заметим, что для прямого вычисления интеграла (1.17) 
нужно построить функцию й (—), которая является зер- 
кальным отражением. (относительно оси ординат) функ- 
ции л (5), сдвинуть полученную функцию по оси абсцисс 
вправо на отрезок х, умножить сдвинутую функцию 
нан! на =(&) и рассчитать площадь под кривой 
1(х—&) (8). В результате мы получим одно значение 
Кх). Повторяя указанные действия для различных зна- 
чений сдвига х, можно построить всю функцию [(х). 

Очевидно, что операция свертки, как и любая дру- 
тая линейная операция, удовлетворяет условию вида 
(1.1). Далее, свертка коммутативна и ассоциативна. 
Коммутативность свертки следуег из тождеств 


ев: 4 = (овоза 


= [-6—9һо @= 166—950) 48 
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= ў" (чн) (6) 


Если коммутативность свертки позволяет менять порядок 


„сомножителей“ (а, (х) Ж 2. (х) = в, (х) Жр, (х)), то ассо- 
циативность свертки означает, что 


2.0) жа, (0) Жа, (х) =, (0) Жа, 9] Жа, (0) = 
=, (х) Ж [4, (0) Жа, (4]- 


Другим полезным свойством свертки является воз- 
можность дополнительного сдвига, которая состоит 
в том, что если функция 5 (Ё) в (1.17) заранее смещена 
на расстояние с относительно своего начального поло- 
жения, то свертку # (х) Ж 5(х—с) можно легко выразить 
через результат свертки исходных функций: 


(д) же (с) = (х — 0). 


Наконец, замечательное свойство свертки вытекает 
из теоремы Бореля, согласно которой фурье-образ сверт- 
ки двух функций равен произведению их фурье-обра- 
208: Иначе говоря, если существуют преобразования 

урье 


ны= ерсвяах 


5 (0) = |5) ерс-юх ах 
> 


то для вычисления свертки А (х) Ж 5 (х) достаточно пере 


множить функции Н (о) и $(0) и найти обратное пре- 
образование Фурье от полученного произведения 


Го) = |Н) 6) екр ба) ве. 


Теорема Бореля о свертке по существу определяет 
возможность вычисления свертки косвенно: через произ- 
ведение фурье-образов начальных функций. Этот путь 
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часто оказывается более эффективным, чем прямое вы- 
численне интеграла (1.17), и в дальнейшем мы будем 
часто им пользоваться. 

Нам придется иметь дело также со сверткой вход- 
ного сигнала с ё-функцией Дирака. Напомним, что функ- 
ция 6(х), определяющая единичный импульс в точке х= 
==0, всюду равна нулю, кроме этой точки, где она обра- 
щается в бесконечность, причем площадь, ограниченная 
ё-функцией, равна единице. Хотя 5-функция не является 
аналитической и относится к обобщенным функциям, 
к ней можно придти, рассматривая предельные формы 
некоторых аналитических функций. Не затрагивая во- 
просов теории обобщенных функций, мы будем фор- 
мально обращаться с ё-функцией, как с обычной функ- 


цией, имея, однако, в виду ее некоторые интересные 
свойства: 


свойство симметрии 


8(#)=8(—х), (1.19) 
свойство инвариантности к масштабу аргумента 
8 (сх) = 502), (1.20) 


так называемое фильтрующее свойство 
{200 2(— а) х= (0). (1.21) 
5 


Последнее свойство совместно со свойством симме- 
трии выражают тот факт, что свертка какой-либо функ- 
ции с б-функцией равна самой функции. На этом бсно- 
вано определение весовой функции линейной системы 
как реакции на единичный импульс. Действительно, за- 
меняя в (1.17) =(5) на (Е) и используя (1.19), (1.21) и 
коммутативность` свертки, находим, что отклик одно- 


родной системы при подаче на ее вход 6-функции ра- 
вен 


= ее 920) а аео 9 4 


Тае ароз. 


2—866 
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С другой стороны, если весовая функция некоторой 
однородной системы равна ё-функции, то такую систе- 
му можно считать идеальной, так как она без искаже- 
ний повторяет входной сигнал: 


10) ўзо $5 0«& {ефе 9 = 


= {оге а= 5 (х). 


— 


До сих пор мы не интересовались условиями, накла- 
дываемыми на функции сигнала и отклика. В дальней- 
шем будем считать (х) и [(х), как правило, веществен- 
ными функциями — элементами некоторых метрических 
пространств $ и Е с расстояниями между элементами 
р8(51, 52) и рг(Й, 2) соответственно. Мы будем иметь 
дело главным образом с функциями, принадлежащими 
пространствам (классам) /и[а, 6], [»[а, В] и Са, 6]. 

Класс /1[а, 6] составляет множество всех функций 
ф(х), интегрируемых на промежутке [а, 6] (—с=<а< 
<0< +оо), т. е. таких, что 


ь 
(ее. 


Расстояние между двумя функциями, ф(х) и ф(х), 
принадлежащими /[а, Б], определяется формулой (ме- 
трика Гл) 
ь 
пабе» 94) = е, (9) — Ф 1а. 


К классу Г»[а, Б] относят мкожество всех функций, 
интегрируемых в квадрате на [а, 5]: 


5 
{огах +оо. 
Расстояние в /., |а, 5] дается формулой (метрика /,) 


ь 1/2 
с. о1о њот) 
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Здесь всюду интеграл понимается в смысле интеграла 
Лебега. В пространствах Г, и Г; функции, отличающие- 
ся лишь на множестве нулевой меры, считаются тожде- 
ственными. 

Класс С[а, Б] составляет множество всех непрерыв- 
ных функций, заданных на [а, $]. Метрика С определя- 
ется выражением 

обр» Ф) = тах р, (х) — Ф ©). 

и<х<ё 

В заключение заметим, что когда пределы измене- 
ния переменных & и х в основном интегральном урав- 
нении одинаковы, как, например, в свертке (1.17), мы 
можем обозначать сигнал 5 функцией аргумента как Е, 
так и 1х, т. е. обозначения $(х) и $(Е) в этом случае 
можно считать равнозначными. 


1.2. ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ КАК ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 


При решении обратных задач естественно возника- 
ют три следующих вопроса: 

1. Существует ли решение основного интегрального 
уравнения? 

2. Если решение существует, то является ли оно 
единственным? 

3. Устойчиво ли решение, т. е. приводят ли малые 
изменения исходных данных соответственно к малым 
изменениям решения? 

Если ответ на все эти вопросы положительный, то 
задача называется корректно поставленной. В против- 
ном случае задачу называют некорректно поставленной 
или просто некорректной [1]. Задачи восстановления 
сигналов, как правило, оказываются некорректными. 
В связи с этим целесообразно более подробно рассмо- 
треть отмеченные выше вопросы. 

1. Существование решения. Вопрос о существовании 
решения интегрального уравнения 


(ао 950 = (х); а<х<ь (1.22) 


тесно связан с условиями, налагаемыми на ядро й(х, Е) 
и правую часть [(х). Решение может не существовать 


2% 
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вообще, либо существовать не для всякой правой ча- 
сти. Например, если ядро имеет непрерывную производ- 
ную по х, то и правая часть уравнения также должна 
иметь непрерывную производную по х. Если же правая 
часть содержит точки, в которых функция (х) не имеет 
производной (этот случай встречается, например, когда 
воспроизводимый график /(х) оказывается ломаной ли- 
нией), то очевидно, что при наличии ядра с непрерыв- 
ной производной уравнение (1.22) не имеет решения 
в классическом смысле. Таким образом, существование 
решения зависит от того, к каким классам (пространст- 
вам) функций $ и Ё по сути задачи относятся сигнал 
5(Е) и отклик Р(х). Естественно, уравнение (1.22) имеет 
решение (в классическом смысле) только для таких 
правых частей }(х), которые принадлежат образу 25 
множества $ функций <(Е) при отображении 


= {но 050) 4; 50) 5. 


Пусть ядро уравнения (1.92) является симметрич- 
ным ядром: у 

пбх, ВЕ, х). 
Тогда в силу теоремы Гильберта—Шмидта [7] для су- 
ществования решения уравнения (1.22) необходимо, 
чтобы функция }(х) разлагалась по собственным функ- 
циям ф:(х) ядра ћ(х, &): 


Ро) = У ра. 
р 


Здесь р; — коэффициенты разложения функции {(х) от- 
носительно собственных функций ядра: 


Ь 
в = | Род е0) ах, 9), 


а собственные функции ф:(х) удовлетворяют интеграль- 
ным уравнениям вида 


[ле Э о =, (0): а<х<Ь, 
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где № — собственные значения (собственные числа) 
ядра й(х, &). Заметим, что симметричность ядра гаран- 
тирует существование собственных значений и их дей- 
ствительность, а также ортогональность собственных 
функций, отвечающих различным собственным значе- 
ниям. 

Если система собственных функций симметричного 
ядра Р(х, Е) является полной, причем, ў (х) є/.[а, 6] и 
№(х, 8)е1:[а, 6] (предполагается, что а<х, Е<Б), то 
уравнение (1.22) имеет решение, принадлежащее 
1.[а, 6], и притом единственное, тогда и только тогда, 
когда ряд 


РНР, НР... (1.23) 


сходится. Это утверждение составляет содержание тео- 
ремы Пикара [7]. 

Если отказаться от предположения о симметрично- 
сти ядра и принадлежности его к /[0, Б] и считать, что 
Ах, &) — просто некоторое непрерывное ядро, то можно 
показать, что уравнение (1.22) может не иметь решения 
и в классе С[ а, ё]. Например, если ядро № (х, Е) являет- 
ся многочленом по переменной х 


№(х, Е) =ко( 8) + ки (Е) х+ ко (Е) 2+... (Б) хт, 
(1.24) 


то левая часть уравнения (1.22). будет иметь вид 
П--Ых-НЬ +... х" 


и, следовательно, такой же вид должна иметь правая 
часть (1.22), т. е. функция (х). В частности, если ядро 
уравнения (1.22) равно А(х, &) = 4-х, то уравнение 
имеет решение только для таких правых частей (х), 
которые являются линейной функцией х. Отсюда сле- 
дует, что если функция {(х) — произвольная непрерыв- 
ная на [а, $], то при данном ядре (1.24) уравнение 
(1.22) не имеет решения. 

Перейдем теперь к рассмотрению интегрального 
уравнения типа свертки (1.17): 


Тос 9 аго; оо < х< оо. 
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Согласно теореме Бореля о свертке это уравнение при 
помощи преобразования Фурье может быть приведено 
к виду 


Н (о) $ (0) = (о), (1.25) 


тде Н(о), 5(0), Р(ә) — фурье-образы функций #(х), 
5(х) и [(х), т. е. соответственно передаточная функция 
системы, спектр сигнала и спектр отклика. Из уравне- 
ния (1.25) получим 


$ (в) =Р (ә) /Н (о) (1.26) 


и с помощью обратного преобразования Фурье из равен- 
ства (1.26) найдем решение уравнения (1.17): 


© 
1 Е Р 
5=5- я ехр (Ё) ао. (1.27) 
> 
Однако такое решение существует и принадлежит 


15 (—00, оо), только если соблюдаются следующие усло- 
вня [8]: 


Их) 1 (—о0, оо), (1.28а) 
(х) е. (—оо, оо), (1.286) 
Е(о) /Н (о)е[(—оо, оо). (1.28в) 


Если функция 1/0 (о) не ограничена (например, 
когда функция (о) непрерывна и при некоторых зна- 
чениях ө обращается в нуль), то при произвольно вы- 
бранной функции [(х) уравнение (1.17) может не иметь 
решения. Однако и в этом случае формула обращения 
сохраняет силу, если выполнено условие (1.28в) и функ- 
ция Н(о) обращается в нуль только на множестве ну- 
левой меры [9]. 

В практических задачах восстановления сигналов 
мы обычно уверены в существовании функции 5(=), 
стоящей под интегралом в левой части уравнения 
(1.22). Отсутствие решения в таких задачах может 
объясняться лишь неадекватностью математической мо- 
дели реальному функционированию системы. 

2. Единственность решения. Ответ на вопрос о един- 
ственности решения уравнения (1.22) с симметричным 
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ядром в классе /г[а, $] дается теоремой Пикара о схо- 
димости ряда (1.23). Для однозначного решения здесь 
существенно важным оказывается условие полноты си- 
стемы собственных функций ядра й(х, &) [17]. 

Пусть, например, существуют не равные нулю почти 
всюду функции ар, (&),..., р. (Е) такие, что 


Ъ 
{а 9$ (0) 480; 1—1, 2,..., п. 


Тогда если $ (Е) — решение уравнения (1.22), то функ- 
ция 


510 = ЧЕХ В Ө, : 
і=і 


где В:(=1, 2, ..., п) — произвольные постоянные, также 
будет решением этого уравнения и, следовательно, ре- 
шение определяется неоднозначно. 

Сущность неоднозначных решений легко уяснить на 
примере уравнения типа свертки (1.17), решаемого ме- 
тодом преобразования Фурье. 

Предположим, что на некотором интервале ©, огра- 
ниченном точками ®’и ®” вещественной оси, переда- 
точная функция системы тождественно равна нулю: 


Н(о) =0; ооо”, 
в то время как на том же интервале $ (6) 0. Тогда со- 
гласно равенству (1.25) при прибавлении к 5 (о) произ- 
вольной функции О (є), равной нулю вне интервала 9, 
вид функции 2 (©) не изменится и решение (1.27) удов- 
летворяется не только функцией 

$1 (®) =Р(®) ІН (о); өф 09, 
но и функцией 

5,(0)=81(0) +С (®)Р(®|9), 


где Р(&|9) — индикаторная функция интервала ©: 


Гозо" 
е мызы 
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Следовательно, решение уравнения (1.17) в этом случае 
можно записать в виде 


5=> = го ехр (в) 4 


Е5 


1 ТЕ З 
Не | 29 р) о 420), 


тде &(Е) — произвольная функция, фуръе-образ которой 
равен нулю вне множества 0). 


Если функция Н (о) обращается в нуль лишь в не- 
которых точках =, то и в этом случае функция $ (о) 
остается неопределенной. Тогда решеные (1.27) удов- 
летворяется как функцией 


$1 (0) == (о) ГА (©); 0, (1.29) 


так и функцией 
О-о), 


а искомый сигнал < (1) равен 


:в== {ех ) р (бо) 9-9  Уаербә), 


т 


где а— произвольные постоянные. 

Таким образом, уравнение (1.17) ме имеет едикст- 
венного решения, когда фурье-образ ядра уравнения — 
передаточная функция системы Н (о) — в некоторых 
точках или в некоторой области вещественной оси обра- 
щается в нуль. 

Этот факт играет важную роль в теории восста- 
новления сигналов. По существу он означает, что если 
спектр 5 (о) сигнала содержит гармоники с частотами, 
совпадающими с нулями передаточной функции Н (Ф), 
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то эти гармоники не сказываются на наблюдаемом от- 
клике Ё) и, следовательно, не могут быть однозначно 
восстановлены из него. 

Передаточные функции реальных приборов практи- 
чески всегда имеют «нулевые» точки или области. На- 
пример, в оптике передаточная функция объектива 
(частотно-контрастная характеристика) при сильной де- 
фокусировке или при «смазе» изображения, происходя- 
щем вследствие относительного движения аппаратуры 
и объекта наблюдения, равна нулю в некоторых точках 
Более того, реальные оптические, радиотехнические, 
акустические и другие физические приборы имеют огра- 
ниченную полосу пропускания. Иначе говоря, переда- 
точная функция реального физического прибора обычно 
обращается в нуль вне некоторого интервала частот 
(полосы пропускания). Поэтому те части спектра $ (о), 
которые лежат вне этого интервала, не участвуют в со- 
здании отклика | (х) и, следовательно, входные сигналы, 
спектры которых отличаются вне полосы пропускания, 
а внутри этой полосы совпадают, создают один и тот же 
отклик. В этом не было бы большой беды, если бы про- 
тяженность спектра сигнала 5 (®) была не шире поло- 
сы пропускания прибора, причем внутри полосы про- 
пускания передаточная функция не обращалась бы 
в нуль ни в каких точках. Но реальные сигналы в боль- 
шинстве случаев широкополосные, а передаточная функ- 
ция, как уже отмечалось, на практике может равняться 
нулю не только вне полосы пропускания, но и в некото- 
рых точках, лежащих внутри полосы пропускания. 

Пример такой ситуации иллюстрируется графиками 
рис. 1.1. На рис. 1.1,а приведены спектр некоторого ши- 
рокополосного сигнала $(®) и передаточная функция 
прибора Н (о), имеющая полосу пропускания, ограни- 
ченную интервалом (—@, өг), и кроме того, обращаю- 
щаяся в нуль в точках +0; и +‘ внутри этого интер- 
вала. На рис. 1.1,6 показан спектр неоднозначно восста- 
новленного сигнала, содержащий функцию $1(®), 
полученную по формуле (1.29). 

Для однозначного восстановления сигнала в ука- 
занной ситуации необходимы какие-то принципы отбора 
единственного «истинного» решения среди всех возмож- 
ных, основанные на дополнительной априорной инфор- 
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Рис. 11. Пример неодно- 
значного ‘восстановления сиг- 
пала: 

а — спектр сигнала и пере- 
даточная функция снстемы; 


22. 
е т аш 
7) 
—1—1&0 
Б: п ті] 
тика НЕДР 
2 ать нгол- 
ПЕЩИНИИ |ребеленити_ б—«восстанозленный сигнал 
2% 07 ш 05 ат 0 


мации о сигнале. В частности можно воспользоваться 
методами интерполяции и экстраполяции функций, если 
дополнительная информация позволяет как-то ограни- 
чить класс возможных функций и ее можно использо- 
вать для устранения неоднозначности решения. Интересно, 
что даже на первый взгляд незначительная дополни- 
тельная информация, например информация о протя- 
женности (длительности) восстанавливаемого сигнала, 
позволяет, как будет показано в $ 1.7, снять неопреде- 
ленность решения. 

3. Устойчивость решения. До сих пор мы не интере- 
совались точностью измерения отклика системы, пола- 
гая, что правая часть основного интегрального уравне- 
ния (1.22) известна точно, без ошибок. На практике 
ошибки измерения неизбежны и вместо уравнения с точ- 
но известной правой частью / (х) приходится решать 
это уравнение с приближенной правой частью {(х) изве- 
стной, например, с точностью ү: 

от( Ру: Р, ЕР. 

Это было бы вполне приемлемо, если решение уравнения 
(1.29) было бы устойчивым к малым изменениям пра- 
вой части. 

Строгое определение устойчивости решения состоит 
в следующем [1]. Пусть каждому элементу [Г отве- 
чает единственное решение 5=5, получаемое по некото- 
рому правилу 5=9($). Тогда решение $ из пространства 
$ по исходным данным | из пространства Ё называется 
устойчивым (на этих пространствах), если для любого 
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в>0 можно указать такое число ү(е):>0, что из нера- 
венства рь(р, 2) «у (е) следует рв(5ь 52)=5в, где = 
=); = (р); һ, Һер; 51, е5. 

В таком определении решение интегрального урав- 
нения Фредгольма 1-го рода с ядром, принадлежащим 
12[а, 6] или С[а, Б], оказывается неустойчивым. Это 
объясняется тем, что опе атор уравнения 26, действую- 
щий в Г.[а, 6] или в С[ а, 6] и переводящий функцию 
5(Е) в функцию [(х) по правилу 

А 


8 {ле (0) 4/09), 


является вполне непрерывным оператором: он отобра- 
жает всякое ограниченное множество элементов {5} 
в компактное множество элементов {2$}. Критерием 
того, что оператор 26 является вполне непрерывным, 
обычно может служить условие [10]: 


(а (х, ЭРахаЕ < -роо, 


которое соблюдается для весовых функций реальных 
систем. 

Вместе с тем одним из существенных моментов 
в теории интегральных уравнений является то, что опе- 
ратор, обратный вполне непрерывному, не ограничен 
[7]. Поэтому, если | и [2 — два близких между собой 
элемента из пространства Р и оба уравнения 28$=} и 
265={ разрешимы, то соответствующие решения $= 
= и $=-Чь могут сильно отличаться друг от 
друга в пространстве 5. 

Таким образом, сколь угодно малая погрешность 
в определении правой части уравнения (1.22) может 
привести к сколь угодно большой ошибке в решении. 

В качестве примера рассмотрим две функции (ё): произволь- 
ную функцию 51 (Е) еС]а, 5] и функцию 

52 (Е) —51 (5) +А соѕ 05, (1.30) 


и предположим, что ядро № (х, &) уравнения 


ь 
{ав 050) = / (0); сех РО) 1, [с, 1 (1.31) 
а 
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является непрерывной функцией по переменной х. Очевидно, что 
если функция 51(&) является Јанан уравнения (1.31) с правой 
частью ў (х), то Функция 52(Е), определяемая через (1.30), являет- 
ся решением уравнения (1.31) ‘с правой частью 


ь 
по) = ҺО) +А (0, 8 обо. 
2 


Уклонение правых частей имеет вид 


аро 2 12 
п.б, МЕТАН е, 9 соо а Е ‚ 01.32) 


а уклонение соответствующих решений в метрике С равно 


ос (6. 52) = пах | Асово |= А|. (1.33) 
еда] 


При данном значении аргумента х функция 
(4 
| в(х, © созоБЧЕ 
| 


согласно теореме Римана — Лебега 11] стремится к нулю, когда 
©—+><. Поэтому без дальнейших вычислений ясно, что при любом. 
сколь угодно большом числе А можно подобрать столь большое 
значение 0, что уклонение правых частей (1.32) окажется меньше 
любого сколь угодно малого числа тү, в то время как уклонение со- 
ответствующих решений (1.33) может быть сколь угодно болыцим. 
Положение не меняется, еслн уклонение решений оценивать также 
в метрике 1. [1]. В этом случае 


А 1/2 
р, 6» зд А1 00 оова = 


і 


=1[А41 


у Деово (а) зіп о (6-а), 6—9 р" ан 


\ Рт] САК. 


и легко видеть, что числа ® и А могут быть выбраны так, что при 
как угодно малых уклонениях правых частей [1 (х) и Р(х) уклоке- 
ние соответствующих им решений, вычисляемое по формуле (1.34), 
может быть произвольным. 

Причина этого заключается в «сглаживающем» действии ядра 
рассмотренного типа — ядро уравнения (1.31) может «сгладить» 
даже интенсивную, но высокочастотную алдитивную составляющую 
сигнала до малого уровня, тем меньшего, чем выше ее частота. 
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Природу неустойчивости решения легко выяснить, 
рассматривая уравнение типа свертки (1.17) 


в [еда 


н решая его методом преобразования Фурье в случае, 
когда (х) =12(—оо, оо); И(х) Ел (—со, со); а(х) 
11 (—оо, со). Если правая часть уравнения известна 
приближенно и содержит аддитивную помеху о (х), т. е. 


Ў (х) = (х) +о (х), 


то фурье-образ восстановленного сигнала согласно 
(1.26) равен 


—_2 (6) _ №4 (6) ү У® 
$9-пы - ыы, 


где Р.(ө) и У(®) — спектры функций 0) и о(х) со- 
ответственно. Так как Рз (Ф) =Й (о) 5, (в), то 


5) =, (9) 009). (1.35 


Формальное решение уравнения (1.17) с приближенной 
правой частью получим из равенства (1.35) с помощью 


формулы (1.27): 
з 0=41- | 5, (5) ехр (й) 4 4- 
+= [79 ехр (о) #=5, © -- 


+= ео ехр. (о) ао. (1.36) 


Последний интеграл в (1:36) представляет собой ошиб- 
ку точного решения уравнения (1.17) с приближенной 
правой частью. Эта ошибка, естественно, случайная 
из-за случайного характера помехи о(х). 
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Спектральная плотность случайной ошибки (дис- 
персия решения задачи) равна [4] 


(1.37) 


где К.(®) — спектральная плотность мощности помехи; 
В» (в) = | У (о) |2. 

Так как передаточная функция системы Н (о) стре- 
мится к нулю при о—оо, а реальная помеха обычно 
содержит компоненту белого шума (и, следовательно, 
В». (®) стремится к конечному пределу при @—+оо), дис- 
персия решения задачи, оцениваемая по формуле (1.37), 
оказывается бесконечной. 

Действительно, те высокочастотные составляющие 
функции (х), которые возникают из-за наличия помехи 
и которых не должно быть в «истинной» функции ў, (х), 
делятся согласно (1.36) на малые числа Н (ө) и при 
о—ғоо будут давать в решении бесконечно большие 
осцилляции. Даже если помеха не содержит компоненты 
белого шума и В, (6}—>0 при ®— со, то из-за случай- 
ного характера помехи стремление к нулю функций 
|Н (©) |2 и Кь(®) может оказаться «несогласованным» и 
спектральная плотность ошибки будет либо бесконеч- 
ной, либо конечной, но недопустимо большой. 

Таким образом, в качестве оценки решения урав- 
нения (1.17) с приближенно известной правой частью 
нельзя брать точное решение этого уравнения, так как 
такое решение не обладает свойством устойчивости 
к малым отклонениям правой части [(х) из-за влияния 
высоких частот фурье-образа У(®) мешающей состав- 
ляющей о(х). 

Возвращаясь к анализу более общего уравнения 
(1.31) с приближенной правой частью {(х), отметим, что 
вследствие неустойчивости решения этому уравнению 
удовлетворяет бесчисленная совокупность 5$, функций 
$ (Е), для которых рк (265, јт) <у. Поэтому неустойчивост» 
решения приводит, по существу, к неоднозначности вос- 
становления сигнала. Қак было показано выше, среди 
функций (элементов) $ есть такие, которые сколь угод- 
но сильно отличаются друг от друга. Поэтому не все 
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элементы совокупности 5, можно брать в качестве 


приближенного решения Уравнения (1.31). Здесь также 
необходимы какие-то принципы отбора возможных реше- 
ний, пусть даже эвристические. Иначе, решая основное 
интегральное уравнение с приближенной правой частью, 
мы рискуем получить некоторое ложное решение, содер- 
жащее неопределенно большие высокочастотные компо- 
ненты. 

Поскольку расхождение интеграла (1.37) происхо- 
диг за счет высоких частот, простой, но эффективный 
принцип отбора приближенных решений, устойчивых 
к малым уклонениям правой части {(х), состоит в по- 
давлении высоких частот наблюдаемой функции. Для 
того чтобы при этом не утратить полезных высокоча- 
стотных составляющих восстанавливаемого сигнала, 
здесь желательно использовать всю дополнительную ин- 
формацию о задаче, например данные о статистических 
характеристиках сигнала и шума или же информацию 
о характере «гладкости» решения и поведении его 
фурье-образа и спектра помехи при больших о. 

„ Следует отметить, что если в практических задачах 
восстановления сигналов мы обычно уверены в сущест- 
вовании решения основного интегрального уравнения 
(причем единственность решения часто также может 
присутствовать), то неустойчивость решения является 
неотъемлемым свойством таких задач, делающим их не- 
корректно поставленными. Решать их трудно из-за не- 
избежных ошибок регистрации наблюдаемой функции, 

Первая попытка решения конкретной задачи восста- 
новления сигналов была предпринята Рэлеем еще 
в 1871 г. для устранения искажений, вносимых щелевой 
аппаратной функцией, в спектроскопии. С тех пор и 
вплоть до 60-х годов нашего столетия, когда стали 
интенсивно развиваться методы решения некорректных 
задач математической физики, было опубликовано боль- 
шое количество работ, в которых конкретные задачи вос- 
становления сигналов различной физической природы 
обычно рассматривались без учета их некорректности. 
Несмотря на это, многие из предложенных методов 


нашли практическое применение и для их реализации 
на | ЦИИ 
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создавались даже специализированные вычислительные 
устройства [4]. 

Подобные методы основаны на классических спосо- 
бах решения интегральных уравнений Фредгольма 1-го 
рода в предположении абсолютно точных измерений 
правой части. Различные ранние методы восстановления, 
имеющиеся в литературе, допускают следующую клас- 
сификацию: 

1) аппроксимативные методы, основанные на зада- 
нии или аппроксимации сигнала и весовой функции 
с помощью «простых» функций, позволяющих вычис- 
лить $(Е) либо в явном виде, либо в виде некоторого 
ряда; 

2) итерационные методы, предполагающие вычис- 
ление 5(&) путем последовательного определения попра- 
вок к наблюдаемой функции ў (х); 

3) алгебраические методы, предусматривающие све- 
дение основного интегрального уравнения к системе ли- 
нейных алгебраических уравнений и последующее ее ре- 
шение. 

Приведенная классификация, естественно, условна, 
так как многие практические методы можно одновре- 
менно отнести к различным классам, и используется 
только для удобства систематизации различных ме- 
тодов. 


1.3. АППРОКСИМАТИВНЫЕ МЕТОДЫ 


Методы, позволяющие вычислить $(&) в явном 
виде, хорошо приспособлены к рещению интегральных 
уравнений типа свертки и потому нашли применение для 
компенсации искажений, вносимых в восстанавливаемый 
сигнал приборами, закон функционирования которых 
выражается линейными дифференциальными уравнения: 
ми с постоянными коэффициентами. 

Решение интегрального уравнения типа свертки 
(1.17) с помощью преобразования Фурье приводит, как 
уже отмечалось в $ 1.2, к формуле (1.27) для восста- 
новленного сигнала: 


1 т Е 
= н. ехр (о) 4. 


тя 
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Поэтому естественный путь вычисления $(Е) состоит 
в подборе для спектра отклика Е(®) и передаточной 
функции системы Н(®) простых аналитических выраже- 
ний, при которых интеграл в формуле (1.27) вычисляет- 
ся в явном виде. 

Наиболее широкое распространение получила ап- 
проксимация Ё (в) и Н(®) выражениями вида [4] 

ехр (—т! [в |—тоө?). (1.38) 


Если. например. Е(о)=ехр (—В[%|); Н(о)= 
==ехр(—а[о |), что соответствует описанию отклика и 
весовой функции выражениями 


= 


2а 


г 1 
агач гай 


то 
© 
зб (ею 8-9 = 
—5 
ТЕМЕНЕ с. Брз 
— «ба * 
Другой частный случай аппроксимации фурье-образов 
Е (®) =ехр (—В**/4); Н (®) =ехр (—а*«*/4) 
соответствует представлению отклика и весовой функции 
в виде гауссовых кривых: 
оа 
=; 


1 
Р) = гут ехр — 


1 (х — Е)? 
в (х— 8 == ехр —— =. 
у а 
При этом восстановленный сигнал имеет также гауссо- 
ву форму: 
А 


ЕЕ Е ИВИ: 
ауу ХР ра, 


что нетрудно проверить прямым вычислением. 
3— 866 
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Использование полного выражения (1.38), т. е. ап- 
проксимация фурье-образов в виде 


Е(®) =ехр (—В |0 |—В20/4); 
Н(о)=ехр (—а |6 |—о202/4), 


приводит к представлению восстановленного сигнала 
5(5) через достаточно подробно табулированные функ- 
ции. 

Если необходимо учесть затухающий колебатель- 
ный характер рассматриваемых процессов, то можно ре- 
комендовать произвести аппроксимацию отклика и весо- 
вой рти экспоненциально-косинусными функция- 
ми [6 


Тб) =ехр(—В |х|) соѕ Хх; 
№ (х—Е) =ехр (—а|х— |) соѕ у(х). 
При этом отношение Р (о) | (о) равно 


Р (о) _ Вб? 4-62 -- 90) [ае 4-20 (а? — уз) ру] 
Н) а [0% - дол ([2 — 07)--(8° 9) (а? {У 


и, несмотря на довольно громоздкий вид последнего 
выражения, определение = (&) по формуле (1.27) возмож- 
но согласно общим правилам вычисления фурье-преоб- 
разования от дробно-рациональных функций. 

Характерной особенностью приведенных выше мето- 
дов является описание исходных кривых простыми 
выражениями, зависящими не более чем от двух параме- 
тров, так как попытки введения большего их числа зна- 
чительно усложняют расчеты. Вместе с тем, рассмотрен- 
ные методы задания исходных функций в виде простых 
выражений во многих случаях оказываются недостаточ- 
ными. В связи с этим развиты более гибкие методы ап- 
проксимации, не связанные с конкретным видом наблю- 
даемой и весовой функций. 

Наиболее общим из таких методов можно считать 
метод неопределенных коэффициентов, сущность которо- 
го состоит в разложении искомой функции в ряд по не- 
которой полкой системе функций, 
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Будем искать решение основного интегрального 
уравнения (1.22) 


Г 
[по 950 = 0): а<х<ь 


в виде 
з (9—40 0) 4, 0). (1.39) 


где функции &» (Е) образуют некоторую полную систе- 
му на интервале (а, 6) с весом ш (ё). Функцию (5) 
обычно вводят для того, чтобы улучшить сходимость 
ряда (1.39). Если априорная информация о сигнале 
5(Б) отсутствует, то полагают 0 (&) =1. Подставляя 
5(Е) в виде ряда (1.39) в уравнение (1.22), получаем 


ь 
год = а | № о 0 к, 0 


или 


Го) =) араб), (1.40) 
где р, (х) — известные функции: , 
ь 
ры (= (1 906) а (94А. 


Таким образом, решение уравнения (1.22) сводится 
к нахождению коэффициентов аъ по известным функ- 
циям {(х) и р»(х). Однако на практике определить эти 
коэффициенты обычно очень трудно [12]. Легко их 
можно найти только в частных случаях. 

Например, при решении уравнения типа свертки 
с ядром гауссового вида 


{ехо 20— 97190 109 ал) 


для определения коэффициентов разложения удобно 
з» 
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использовать известное соотношение между таким ядром 
и полиномами Эрмита Н (Е) [7]: 


ехр [— (х — 0% 


=)! Т-ехр-)Н, © >. (1.42) 
п=0 


Учитывая, что 
© 


ў н", (©) ехр (28) ЧЕ== 2"! Ут, 


данное уравнение, если искать решение в виде разложе- 
оо 


ния по полиномам Эрмита $ () = У 2„Н, (8), приводится к 
һ0 


© 

виду | (х) =У=х а,2"х" и, следовательно, фвеличины 
п=0 

И 0,2" можно определить как коэффициенты степенного 

разложения функции [(х) в ряд Маклорена. Если та- 

кое разложение существует, то 


а= {Рю (0 [И 2 т 
и решение $ () уравнения (1.41) будет 


Мл о 4 © 
80у О. 
п=0 


В данном случае легко определить коэффициенты 
аһ удалось потому, что функции р»(х) для уравнения 
(1.41) пропорциональны степеням х, выражение (1.40) 
оказалось степенным рядом и неизвестные коэффициен- 
ты были получены путем сравнения этого ряда с разло- 
жением (х) по степеням х. 

Другой простой способ нахождения неизвестных ко- 
эффициентов в разложении (1.39) соответствует слу- 
чаю, когда функции образуют ортогональное с весом 
р(х) семейство функций на интервале (а, Б): 


9; т=п 


ь 
уо рда (о НЕ 
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В этом случае коэффициенты а, можно определить при 
помощи квадратур: 


СД 
паа (109 р» бд од ах, 
где 4 


р, (х) р(х) ах. 


а= 


ВЫ 


К сожалению, в задачах восстановления сигналов 
функции р„(х) чаще всего не оказываются ни степеня- 
ми х, ни элементами ортогональной системы функций. 
Тогда требуется преобразовать разложение [(х) по лю- 
бой полной системе функций в ряд по функциям р„ (х). 
Это делают с помощью следующего общего приема. 
Пусть [(х) разложена в ряд по функциям ф, (х), обра- 
зующим полную систему, 


Ра = (0), (1.43) 
где 
ь 
= го) 9 ах. 
Теперь необходимо выразить функции $,(х) через 
функции рһ (х): 


фе (х) = У Бр (х): к=0, 1, 2,.. (1.44) 


Подставляя эти выражения в уравнение (1.43), на- 
ходим 


Ро) =! (х Мы (к). (1.45) 


Сравнивая (1.45) с (1.40), получаем (при 0 (х) = 1) 
а= У Һе к==0, 1, 2... 
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Таким образом, для определения коэффициентов а» до- 
статочно найти коэффициенты 6,„ из уравнений (1.44). 

Среди всевозможных способов разложения искомой 
функции в ряд особый интерес для задач восстановле- 
ния сигналов представляет разложение по системе соб- 
ственных функций ядра интегрального уравнения. Во- 
первых, собственные функции $:(х), соответствующие 
различным собственным значениям А; симметричного 
ядра А(х, &), ортогональны. При этом возможность раз- 
ложения [(х) в ряд по собственным функциям ядра, как 
уже отмечалось в $ 1.2, гарантирует существование ре- 
шения. Во-вторых, ряды по собственным функциям вооб- 
ще являются более общими, чем, например, степенные 
ряды: с их помощью можно представлять и неаналити- 
ческие функции, в частности функции, имеющие на ин- 
тервале (а, 6) конечное ‘число точек разрыва. Наконец, 
в-третьих, такое разложение позволяет получить простой 
способ решения и легко представить себе смысл процес- 
са восстановления сигнала. 

Рассмотрим для определенности уравнение типа 
свертки на конечном симметричном интервале, напри- 
мер (—а, а): 


(ле: 96го; —а<х<а, (1.46) 


и найдем его решение, полагая, что функция 5(Е) раз- 
лагается в сходящийся в среднем ряд по собственным 
функциям $ (х) ядра А(х—&): 


м 
==1й . .47) 
500 Шит зар (9. (1.47) 
Коэффициенты 5, здесь равны 


а= 0ъ0& 
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а функции Ф: (5) как собственные функции ядра удовле- 
творяют уравнениям 


[660—9 0 == 2 (х); 1==1, 9,.., № (148) 


где А — собственные значения ядра ћ (х—&). 
Отметим, что в силу ортогональности функций $: 


Гоа 0 17 (1-49) 
и, таким образом, 
м= [еч оа. (1.50) 


-а 


Выбирая число членов разложения № достаточно 
большим для аппроксимации $(Ё) с заданной степенью 
точности и подставляя (1.47) в уравнение (1.46), по- 
лучаем 


а м к 
Ро) = [56—95 зур (0) = У) Авфи (0). (1.510) 
— р) 1=0 


Выражение (1.51) показывает, что действие рассма- 
триваемой линейной системы на -входной сигнал за- 
ключается в перемножении его компоненты $: по коор- 
динатной функции (х) на соответствующее собственное 
значение А. Следовательно, процесс восстановле- 
ния сигнала (в отсутствие шума) можно рассматривать 
как деление і-го коэффициента разложения наблюдае- 
мой функции [(х) на №. Действительно, представляя 
{(х) в виде ряда по функциям ф(х) 


М 
Ро) =) ре ©, (1.52) 
10 
где 
= |0) е. 0) ах, 


= 
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и сравнивая (1.51) и (1.52), получаем 


шах | Ро) Ф, дах. (1.53) 


Таким образом, решение рассматриваемого уравнения 
выражается рядом (1.47), где неизвестные коэффициен- 
ты определяются по формулам вида (1.53). 

Заметим, что собственные значения А+ можно запи- 
сать как упорядоченную неубывающую последователь- 
ность чисел Ао. >А»> ... таких, что А; стремится 
к нулю при увеличении ї (для ядер, принадлежащих 
Іл). Если в качестве входного сигнала используется соб- 
ственная функция Фф: (Е), то соответствующее значение 
Ла вследствие выражения (1.50) представляет собой ту 
часть энергии сигнала, которая передается на выход си- 
стемы. Для произвольного сигнала № дает значение его 
энергии по координатной функции фз. 

Вполне понятно, что для повышения точности вос- 
становления сигнала желательно выбирать число № как 
можно большим, но при этом необходимо учитывать по- 
ведение собственных функций и соответствующих соб- 
ственных значений № при больших і. 


В качестве примера рассмотрим собственные функции ядра 


№ (х— 9) = (@:/2) ехр (—®;|х— 5|), (1.54) 
соответствующего передаточной функции 
1 
н) = ттеу)» (1.55) 


которая встречается в задаче восстановления сигналов, прошедших 
через однокаскадный АС-фильтр с полосой пропускания 20. Соб- 
ственными функциями ядра (1.54), удовлетворяющими уравиениям 


д 
Е (о. 81) (ам: 6; 
—а<х<а 


1,2, ..., 


являются отрезки синусоидальных функций, определенные на про- 
межутке [—а, а]. Они имеют вид (без нормирования): 
$. (Е)=со5(В15/а); 1—1, 3, 5, 
Фе) = (н/о); 22, 4, 6, 
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где величины В: определяются трансцендентными уравнениями [13] 
ва; 1—1, 3,5, ..., 

вн= | ада 
Вира; 2—2, а, 
Соответствующие собственные числа могут быть вычислены по 

формуле 

а?а у 
моа 08) 
Графический метод решения указанных трансцендентных ре 
ни 


на позволяет получить следующие оцеики для величии 
я [14]: 


еек < 


(1.578) 


1 1 
тона < ЗЕ Йом (2019) 


Из выражений (1.56) и (1.57) видно, что значения А; зависят 
от величины 0га, т. е. от базы сигнала (произведения длительности 
сигнала на полосу частот). При этом для больших значений ога 
имеется много собственных значений, близких к единице. Сравни- 
тельно медленное убывание А: с ростом { вызвано плавным спадом 
передаточной функцин (1.55) при ®—>®г. 

Ситуация меняется, если передаточная функция системы резко 
падает при «—®:. Рассмотрим случай ндеального фильтра низких 
частот с «прямоугольной» передаточной функцией 


1 1; о —о<о<0, 
н = — =. 
(о) = 9-11 + вп (ор — |©|)] {ё ва 
(1.58) 
В этом случае весовая функция системы равна 


(1.59) 


а решениями уравнений 
НИ з 
ПЕЕ —%0<х<%0 (1.60) 


Е 


являются сфероидальныг волновые функции Ҹа (юга, Е) [15]. 

Собственные значения А. сферондальных волновых функций та- 
булированы для широкого диапазона значений і и «а [16]. При- 
мерный ход зависимости величины А. от і при различных значениях 
базы сигнала ога показан на рис. 1.2. Из графиков рис. 1.2 видно, 
что при малых { значения А; меняются достаточно медленно. Одна- 
ко после некоторого критического индекса 


ікр=20а/л (1.61) 
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Рис. 1.2. Собственные значе- 
пия’ Сфоромдальный волно 
вых функций 


1 1 5 #5080 201 


величина А: начинает резко уменьшаться и при дальнейшем увели- 
чении { быстро стремится к иулю. 

Таким образом, в разложении (1.47) применнтельно к рассмот- 
ренному примеру нецелесообразно использовать число членов разло- 
жения М большее, чем ікр, так как «энергия» сигнала по координат- 
ным функциям с номерами, большими ікр, будет очень мала. 


Выбор числа членов разложения восстанавливаемо- 
го сигнала вообще должен производиться с большой 
осторожностью из-за некорректности задачи. Действи- 
тельно, ожидаемое среднее квадратическое значение 
ошибки восстановления сигнала оғ из-за наличия поме- 
хи о(х) равно [17] 


Е 
у 8070, (1.62) 
і) 
где 
вч (| [Е Бодо е9 (е) Аха. (1.63) 


— — 
Для белого шума, кекорреларовапноко с сигналом, кор- 
реляционная функция Е[0(х)о(х”)] имеет вид 

Е [р (х) 5 ()] ==в* 9 (х — х), (1.64) 
где о? — дисперсия процесса о(х). Тогда, учитывая 
формулы (1.50), (1.63) и (1.64), из выражения (1.62) 
получаем 


М. 
У А". (1.65) 


10 
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Так как 02, — величина постоянная, ожидаемая ошибка 
восстановления при белом шуме целиком определяется 
поведением собственных значений А;. 

В связи с тем, что А; стремится к нулю при 7—0, 
величина ожидаемой ошибки согласно (1.65) неограни- 
ченно возрастает с увеличением числа членов разложе- 
ния №, и, следовательно, решение оказывается неустой- 
чивым. Для того, чтобы получить решение с ошибкой, 
не превышающей заданной, приходится в любом случае 
ограничивать число №, хотя точность аппроксимации 
восстанавливаемого сигнала, казалось бы, должна уве- 
личиваться с увеличением этого числа. В связи с осо- 
бенностями поведения собственных значений, в случае 
ядра (1.54) можно выбирать число № большее, чем при 
ядре (1.59), для одной и той же величины ожидаемой 
ошибки восстановления. 

В целом случайные погрешности восстановления на- 
капливаются по мере увеличения числа членов разложе- 
ния №. Следовательно, уменьшение систематических ис- 
кажений, вносимых прибором, достигается за счет уве- 
личения случайных ошибок в восстановленном сигнале 
по сравнению с наблюдаемым откликом. 

В ранних работах по восстановлению сигналов 
из-за вычислительных трудностей нельзя было исполь- 
зовать большое число членов разложения сигнала. Обыч- 
но ограничивались несколькими членами. При этом 
влияние случайных ошибок оказывалось незначительным 
и даже сам факт некорректности задачи иногда оста- 
вался исследователям неизвестным. 


1.4. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 


Итерационными методами (методами последова- 
тельных приближений) называют такие методы решения 
математических задач, в которых по известному прибли- 
жению находится решение следующего, более точного 
приближения. Простейший итерационный алгоритм со- 
стоит в преобразовании решения 5,(х) в решение =,, (х) 
при помощи поправок, вычисляемых разложением 5(х) 
в некоторый ряд. 

Основной вопрос применения итерационных мето- 
дов — сходимость итераций. Хотя в каждой конкретной 
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задаче этот вопрос приходится решать отдельно из-за 
некорректности рассматриваемого класса задач, для не- 
которых типов ядер существуют общие положения осхо- 
димости последовательных приближений. В частности, 
доказана следующая теорема [18]. 

Пусть А(х, Е) — симметричное положительно опре- 
деленное ядро, принадлежащее [› (причем ах, ЕБ), 
и пусть уравнение 

ь 


{во 95 09 а= 0); ГО) Є, (а, Я (1.66) 


однозначно разрешимо. Тогда последовательность 
{а (х)}, определяемая рекуррентным соотношением 


5л (х) 5—1 (х) А-А [[(х) Ја (х) 1; 01, 2, ..., 
(1.67) 
где 


ё 
1-9 [0 9 5,0904 


5061, 0 0<--< 1 


И пах — наибольшее собственное значение ядра №(х, Е), 
сходится в среднем к решению уравнения (1.66). 

Рассмотрим теперь основное операторное уравнение 
(1.13) 265={ и предположим, что существует обратный 
оператор 2-!, определяющий решение 


жр (1.68) 


Для разрешения уравнения (1.13) используем раз- 
ложение обратного оператора в ряд Неймана [7]: 


и и (1.60) 
паї 


где 2 — единичный (тождественный) оператор. Тогда 
решение (1.68) принимает вид 


++ 0—0) (1.70) 


пы 
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и определение $ сводится к нахождению поправок к на- 
чальному (нулевому) приближению $= с помощью по- 
следовательного применения оператора (9—2). Олна- 
ко ряд (1.69) сходится не всегда даже при абсолютно 
точных измерениях правой части. Для сходимости ряда 
Неймана требуется, чтобы оператор прямой задачи 
мало отличался от единичного оператора 5 и, соответ- 
ственно, чтобы ядро интегрального уравнения имело вид 
очень узкого импульса. Эта ситуация довольно часто 
встречается в задачах восстановления сигналов, связан: 
ных с компенсацией искажений, вносимых в принятый 
сигнал системами, весовая функция которых по форме 
близка к 6-функции. К таким системам можно отнести 
спектрографы высокого разрешения, телескопы, высоко- 
точные радиоизмерительные устройства и вообще раз- 
личные прецизионные приборы, рассматриваемые как 
линейные однородные системы с почти 8-образной весо- 
вой функцией. 

ели не интересоваться вопросом сходимости при- 
ближений, то разложение в ряд Неймана формально 
можно применить к решению любого интегрального 
уравнения, выделив ту часть ядра уравнения, которая 
отличается от 6-функции. В задачах восстановления сиг- 
налов тем самым мы выделяем то, что вызвано неиде- 
альностью прибора и требует компенсации. 

Для уравнений типа свертки это легко сделать, учи- 
тывая, что фурье-образ д-функции (весовой функции 
идеального прибора) равен елинице. Преобразуя фор- 
мулу (1.27) для решения 


{ Но) ехр(} хе) до, 


5 


получаем 


=> (Ро [= | ехр (/хе) ао 


+ а | Е (©) ехр (хе) йо, 
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или 
$) = 0) =. {== [Ро а 2 
> 1. 


Если прибор прецизионный, то второй член в правой ча- 
сти (1.71) будет сравнительно небольшой поправкой 
к нулевому приближению з=, соответствующему исход- 
ному прибору. Большинство приближенных методов 
решения сводится к тому или иному варианту расчета 
этого члена [4]. 

Нетрудно видеть, что когда такой расчет произво- 
дится представлением выражения 1/Н (о) —1 в виде гео- 
метрической прогрессии 


тн 9 а 
еу Н («)]", (1.79) 
п=1 


он эквивалентен разложению обратного оператора в ряд 
Неймана (1.69). Если учитывается только первый член 
ряда (1.72), то решение имеет вид 

э (х) = Г) Р) — (х) ЖР (А), 
где применена символическая форма записи интеграла 
свертки (1.18). 

Используя бипомиальную форму 


И Норт пн (о) "В Н" (ы) 


1 
ту! 


009 ноу р... 


решение, учитывающее п членов ряда (1.72), можно 
представить в виде 

$) = (0) [аР о — в, 9 Ж Р О], (1.73) 
где функция &„(х) выражается следующим образом: 


д 0" п) — О р (зр 
е0 ру, 


В. (к) = (ә) ж Р(х); В, (хү, (х) ЖА (А); ...5 
№ к (ЖА). 
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Легко убедиться, что с помощью приведенных вы- 
ражений можно составить последовательность решений 
{52}, удовлетворяющую рекуррентным соотношениям 
вида 


Зала (0) == Г (0) |, (д) —1№(%) 5, (00; п==0, 1, 2, 


(1.74) 
5, (0) == 0; $, (х) = (х) 

или 
Зиа (0) — 8 (х) == [5, (х) — 5, (%)]-- 09 
ж [5,009 — 5, п, 2,... (1.75) 


Эти соотношения, позволяющие вычислять каждое 
последующее приближение по предыдущему, лежат в ос- 
нове метода последовательных приближений Бургера и 
Ван Ситтера, который получил широкое распространение 
для восстановления сигналов в спектроскопии и радио- 
астрономии [4, 19]. Подобный метод хорошо зарекомен- 
Тва" себя в задачах улучшения качества изображений 

Из сопоставления формул (1.74) и (1.67) видно, что 
условия сходимости рассмотренного метода последова- 
тельных приближений определяются приведенной выше 
теоремой. 

Определить поправки к начальному приближению ре- 
шения, равному (х), в принципе можно с помощью раз- 
ложення выражения 1/Н (®)—1 в произвольный функ- 
циональный ряд 


1 
ни—!= У а, (9). (1.76) 


Здесь важно лишь, чтобы такое разложение 'сходилось и 
при вычислении поправок позволяло заменить операции 
над (х), определяемые выражением ИН (@) —1, сово- 
купностью других операций, определяемых последова- 
тельностью функций И» (о), которые более удобны для 
вычислений. Подставляя (1.76) в (1.71) и меняя поря- 
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док интегрирования и суммирования, получаем 


59—19 а, з= 0.0) Ро екрухэ) а», 


(1.77) 


Рассмотрим сначала разложение в степенной ряд 
1 Е Е 
я 1). 
: 


По аналогии с (1.77) находим 


= 9-а, зе |ә") окр лә) дә. (178) 
Так как 3 а 

Е {от 0) ехр (хз) до =, (1.79) 
из (1.78) получим 

иго. (1.80 


Таким образом, разложению 1/Н (0) —1 в степенной 
ряд отвечает представление 5(х) через /(х) и ее произ- 
водные и потому применение такого разложения можно 
рассматривать как способ получения решения, позволя- 
ющий перейти от интеграла свертки непосредственно 
к породившему его дифференциальному уравнению сно- 
стоянными коэффициентами (см. $ 1.1). 

Коэффициенты а» здесь определяются параметрами 
весовой функции системы. Формула (1.80) принимаст 
особенно простой вид для систем с экспоненциальной ве- 
совой функцией: 


х) =(В/2) ехр (—В[*]). 
Передаточная функция у таких систем равна 


1 
НОТ 
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и, следовательно, только коэффициент ах в (1.80) отли- 
чается от нуля. В этом случае 


д=Ро- Ч. (1.80) 


Компенсация искажений, вносимых системой с экс- 
поненциальной весовой функцией, встречается в задачах 
восстановления сигналов, прошедших через однокаскад- 
ный АС-фильтр [см. (1.54) и (1.55)], а также в задачах 
восстановления оптических  сигналов— изображений, 
когда требуется исключить влияние фотослоя, имеющего 
одномерную функцию рассеяния точки вида 


вт ер(– 02 0). 


Заметим, что в последнем случае часто без доказатель- 
ства пользуются формулой (1.81) для улучшения каче- 
ства фотографических изображений методом «подчер- 
кивания» их контуров [20], причем двумерным аналогом 
(1.81) в этой задаче является так называемый антидиф- 
фузионный процесс Коважного — Джозефа [21]: 


09 (х, у) у юа (а, 0) 
[а 


(х, 0) = | (х, 0) 


Ох? 9 


который сводится к сложению размытого (нерезкого) 
изображения / (х, у) с его контурной копией, полученной 
в результате применения к {(х, у) оператора Лапласа 
9?/0х?-|-92/01? с некоторым весом у. 

При численном решении уравнения типа свертки на 
практике оказывается более удобным вычислять не про- 
изводные функции ў (х), а конечные разности. Метод 
конечных разностей исторически был развит одним из 
первых и применялся еще Рэлеем. Математическое 
обоснование этого метода получается при следующем 
разложении: 


1 КЕ асо 
ту —1= Уапи 
Г 


4—866 
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Вычисляя первый член ряда в правой части (1.77) 


© 


ПЕ = Р (о) ехр (1х5) ав = 
зоо [1 (+5) *]- 


р-р 
в (+) 10) |а го. 


заключаем, что умножение Е(®) на 2јѕіп(со /2) соот- 
ветствует операции взятия первой конечной разности от 
Ңх) на интервале (—с/2, с/2). По аналогии можно по- 
казать, что умножение Р (о) на (27)” зп” (со/2) соот- 
ветствует взятию конечной разности Л",/ (х) порядка п 
на том же интервале. В целом получим следующее 
выражение для $ (х): 


09—10 ам. 0.89 


2-0 
27 


Нетрудно видеть, что при с—-0 метод конечных разно- 
стей переходит в рассмотренный выше метод производ- 
ных, определяемый формулой (1.80). Метод конечных 
разностей нашел применение в самых различных зада- 
чах восстановления сигналов. Его широкое распростра- 
нение в значительной степени объясняется простотой 
расчета поправок с помощью графического построения. 

Если представить 1/Н (е) —1 в виде тригонометри- 
ческого ряда 


не 1= у а, ехр (—іпёо), (1.83) 


то, поскольку 


> } ехр(—јпбо) Р (о) ехр (јхо) о = (х — пб), 


— 
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решение интегрального уравнения (1.17) будет 


в (х) = (0) У а, (х — т). (1.84) 


Расчет поправок по формуле (1.84) предусматривает 
учет значений наблюдаемой функции в точках, удален- 
ных на расстояние пд от точки х. 

В принципе возможны и другие выражения для 
определения поправок к наблюдаемой функции (х), 
помимо приведенных выше формул (1.73), (1.80), (1.82) 
и (1.84). Различные их варианты можно получить с по- 
мощью аппроксимативных методов, рассмотренных 
в предыдущем параграфе. В частности, может оказаться 
удобным разложение ядра уравнения по полиномам Эр- 
мита согласно (1.42). 

Вообще выбор того или иного способа расчета по- 
правок в значительной степени определяется свойствами 
весовой функции. Кроме того, за начальное (нулевое) 
приближение не обязательно брать саму наблюдаемую 
функцию. В качестве начального приближения можно, 
например, взять решение некоторого близкого уравнения 
с близкой правой частью, для которого решение извест- 
но заранее. Это можно сделать при помощи следующего 
приема [4]. Представим наблюдаемое распределение и 
весовую функцию в виде 


Р(х) =јо(х) ЫА (х); А (х) = (х) (х), (1.85) 


где Һ(х) и №(х) — некоторые заданные аналитически 
функции, для которых известно решение ѕо(х) уравнения 
(1.17) и которые достаточно близки к (х) и й(х) соот- 
ветственно, так что (х) и № (х) можно считать доста- 
точно малыми. Функцию ѕо(х) примем за начальное 
приближение. Тогда, подставляя (1.85) в (1.17), при- 
ходим к следующему уравнению: 


һо) {о9о 95,04 


в котором неизвестной является функция 51 (Е) = (8) — 
—50(Е). Это уравнение можно решать с помощью рас- 


4» 
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смотренных выше методов и сго решение будет опреде- 
лять поправку к нулевому приближению. 

До сих пор мы рассматривали итерационные методы 
без учета некорректности задачи. Как уже пеоднократно 
отмечалось, вследствие неизбежных ошибок измерения 
наблюдаемой функции [(х) решение, полученное обыч- 
ным для классического анализа образом, будет неустой- 
чивым. Применительно к итерационным методам это 
проявляется в том, что хотя начальные поправки оказы- 
ваются относительно малыми, если нулевым приближе- 
нием является достаточно гладкая функция | (х), в даль- 
нейшем поправки быстро растут, обнаруживая все более 
резкие колебания. Восстановленный сигнал уже не будет 
иметь гладкую форму; появляются «пики» и «провалы», 
обусловленные присутствием помех в [ (х). 

Даже если соответствующий ряд сходится, наличие 
случайных помех не позволяет достичь правильного ре- 
шения при увеличении числа приближений. 

Например, ряд Неймана (1.69) сходится, если толь- 
ко правая часть | совпадает с точным образом 25 
истинного решения. 

Ситуация здесь вполне аналогична той, что была 
рассмотрена при анаяизе аппроксимативных методов, 
Точно так же можно снизить влияние случайных шумов, 
ограничивая число членов ряда, что эквивалентно «сре- 
занию» высокочастотных гармоник сигнала. Действи- 
тельно, в разложении 1/Н (о) —1 по степеням ѕіп (с6/2), 
соответствующем методу конечных разностей, наблюда- 
ется периодичность с периодом 4л/с. Поэтому при за- 
данном значении параметров с и и правильно восстанав- 
ливается не весь спектр наблюдаемой функции, а только 
гармоники низкой частоты. Те же соображения относят- 
ся и к разложению (1.83). При выражении 5(х) через 
Қх) и 4" (х) Јах" на практике используются приближен- 
ные значения производных, что выполияется либо заме- 
ной их конечными разностями, либо ограничением пре- 
делов интегрирования во втором члене правой части 
формулы (1.78), т. е. опять все сводится к правильно- 
му восстановлению лишь в конечной области частот. 

результате неустойчивость решения существенно не 
проявляется, хотя качество восстановления часто оста- 
ется далеко не идеальным, 
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1.5. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 


При решении обратных задач численными методами 
итироко пользуются сведением основного интегрального 


уравнения к системе линейных алгебраических уравне- 
ний: 


и; т==1, 9... М, (1.86) 


М 
У, Һз, 
п=і 


где И», 5» И {ы — значения соответственно весовой 
функции, входного сигнала и отклика в опорных (от- 
счетных) точках либо коэффициенты их разложения по 
ортогональной системе функций. 

С методами разложения по ортогональной системе 
функций мы уже встречались в $ 1.3. Способ составле- 
ния системы уравнений вида (1.86) при использовании 
этих методов очевиден. Алгебраизация задачи с помо- 
щью взятия отсчетных значений функций й(х, Е), 5(Е) и 
10) также понятна: промежуток (а, ё) изменения пере- 
менной & в уравнении (1.14) разбивают на (№—1) ча- 
стей, а промежуток (с, @) изменения переменной х — на 
0 частей и рассматривают отсчеты 51, 52, ..., 5м и 
1, Го... [м функций 5(Е) и [(х) соответственно. Если 
частота отсчетов достаточно велика (например, выбра- 
на исходя из теоремы Котельникова), то задание после- 
довательности отсчетных значений эквивалентно зада- 
нию самой функции. Дискретизация весовой функции 
проводится аналогично. Из самого определения весовой 
функции следует, что ее отсчетные значения представля- 
ют собой весовые коэффициенты, при помощи которых 
значения { в данной точке вычисляются как «взвешен- 
ная» сумма значений $ в этой ив соседних точках. Сле- 
дует отметить, что в практических задачах восстановле- 
ния сигналов протяженность весовой функции обычно 
много меньше протяженности сигнала и отклика. Поэто- 
му в каждом из уравнений системы (1.86) большинство 
величин Иж» равно нулю. Пожалуй, лишь в задачах вос- 
становления речевых и сейсмических сигналов это не- 
верно, так как в них весовая функция среды соизмерима 
по длительности с сигналом и откликом [22]. 
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Систему уравнений (1.86) удобно представить в ви- 
де одного матричного уравнения: 


Н, (1.87) 
где Н — матрица коэффициентов Йа, $ — искомый век- 
тор с координатами $1, 5, ..., ѕм, Ё — известный вектор 
с координатами {и [», ..., Ѓм. Для того чтобы это урав- 


нение решать классическими методами линейной алгеб- 
ры, обычно стремятся провести дискретизацию функций 
так, что М==М. Тогда матрица Н — квадратная, и если 
ее определитель еі Н не равен нулю (Н — невырожден- 
ная), то уравнение (1.87) имеет единственное решение 


$—Н-\, (1.88) 


где Н-! — обратная матрица, такая, что Н-ИН=1 (1— 
единичная матрица). 

Таким образом, для решения системы линейных 
уравнений при №==/М достаточно найти обратную матри- 
цу системы. При №>М число неизвестных превышает 
количество уравнений. Если №<М и матрица Н имеет 
ранг №, то решение может быть найдено по методу наи- 
меньших квадратов, согласно которому минимизируется 
норма |Н$—#]| вектора невязки А=Н$—# [23]. На- 
помним, что нормой некоторого вектора-столбца р с ко- 
ординатами ру, ро, ..., рк называется длина этого векто- 


ра в евклидовой метрике 


Пе] = Иры... р = (р’р)", (1.89) 


где Т — знак транспонирования, а р? обозначает вектор- 
строку, транспонированную к р. Задача состоит в том, 
чтобы кайти минимум выражения 


1н5#]2— (Н$—4)т(Нз— —в7НтНз 
—НтзтЕЕРНЗ-НТ, (1.90) 


которое удобно представить в виде 
195 — 6° = (9 Не — НЭ” (Н?Н) * (Н? Не — Н?) — 
— ИН (Н?Н) Н Е Е. (1.91) 


Нетрудно видеть, что так как (НТН)! является поло- 
жительно определенной матрицей, минимум в (1.91) до- 
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стигается, когда НТН5— Нт{-=0, т. е. когда $ удовлетво- 
ряет так называемому нормальному матричному урав- 
нению 


НЕН5ЕНТЕ, (1.92) 


Матрица НТН имеет ранг, совпадающий с рангом матри- 
цы Ни равный М, и потому НТН — невырожденная ма- 
трица [23]. Следовательно, уравнение (1.92) имеет 
единственное решение и его можно найти тем же спо- 
собом, что и решение уравнения (1.87): 


(нн) 1н. (1.93) 


5 


Если ранг матрицы Н не равен М, то существует беско- 
нечное число решений по методу наименьших квадратов, 
но лишь единственное среди них имеет минимальную 
норму вектора $. 

Вычисленная один раз обратная матрица в (1.88) 
илив (1.93) полностью характеризует линейную систему, 
влияние которой мы хотим исключить, и позволяет легко 
находить решение задачи столько раз, сколько наблю- 
даемых функций требуется взять в рассмотрение. Если 
же мы хотим восстановить сигнал только для какой-то 
одной наблюдаемой функции, то можно искать решение 
системы линейных уравнений минуя процесс вычисления 
обратной матрицы. Хотя и для вычисления обратной ма- 
трицы и для непосредственного решения системы урав- 
нений обычно используются одни и те же вычислитель- 
ные схемы, в конкретных задачах можно получить опре- 
деленные преимущества в необходимом объеме памяти и 
скорости счета при правильном выборе способа решения. 

Алгебраические методы можно разделить на прямые 
и итерационные. Важнейшим из прямых методов реше- 
ния системы линейных алгебраических уравнений счита- 
ется метод исключения Гаусса [25]. 

Известны многие варианты гауссова исключения, 
которые алгебраически тождественны. Варианты отли- 
чаются характером хранения матриц в памяти ЭВМ, 
порядком исключения, способами предупреждения боль- 
ших погрешностей округления и тем, как уточняются вы- 
численные решения. Например, метод Жордана требует 
обратной подстановки, метод квадратных корней для по- 
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ложительно определенных матриц дает компактную вы- 
числительную схему, метод главных элементов позволяет 
бороться с потерей точности при расчетах на ЭВМ ит. д. 
Все эти методы хорошо описаны в литературе по вычис- 
лительным методам линейной алгебры (см., например, 
[24—27]) и поэтому мы специально на них не останав- 
ливаемся. 

В целом основную идею гауссовых схем исключения 
можно представить как разложение матрицы Н на про- 
изведение двух треугольных матриц, № и О. При таком 
представлении система записывается в виде №05= и 
сводится к двум системам, скажем, 8= и 058, кото- 
рые легко решаются [24]. Доказано, что в общем слу- 
чае система линейных алгебраических уравнений не мо- 
жет быть решена с помощью меньшего числа операций, 
чем то, которое требуется в гауссовом исключении [28]. 

Вернемся к обычному способу решения системы 
линейных уравнений Нз—$, который состоит в вычисле- 
нии обратной матрицы Н-! и последующем умножении 
Н-! на Ё. Этот способ может оказаться особенно выгод- 
ным, если задано несколько правых частей і, так как 
обратную матрицу необходимо вычислить только один 
раз. Однако специализированные процедуры решения 
систем линейных уравнений могут обеспечить выполне- 
ние этой задачи с меньшим числом операций и большей 
точностью. Если вычислены матрицы Ё и 1, то дальней- 
шее решение системы [05= требует всего № операций 
умножения и деления. Если же вычислена обратная ма- 
трица Н-!, то для определения Н-Ч необходимо также 
№ таких операций. С этой точки зрения оба метода 
практически равноценны. Однако предшествующие вы- 
числения №0 и Н-! требуют соответственно №/3 и № 
операций деления и умножения. Поэтому часто оказы- 
вается выгоднее использовать 0, чем Н-!, даже если 
имеется несколько правых частей. Кроме того, меньшее 
число операций влечет за собой меньшие ошибки округ- 
ления и поэтому в большинстве случаев использование 
треугольного разложения (.0-разложения) дает более 
точное решение. С другой стороны, применение обрат- 
ной матрицы Н-! более удобно, так как стандартные 
программы обращения матриц входят в математическое 
обеспечение любых универсальных ЭВМ. Программы 
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различных методов расчета 1.0-разложения на ЭВМ 
приведены, например, в [24]. 

До сих пор мы не интересовались структурой матри- 
цы Н. Если система исходных уравнений порождена ко- 
эффициентами разложения А(х, Е), 5(Е) и Р(х) по орто- 
гональному семейству функций, то система уравнений, 
как правило, имеет не очень большой порядок, а матри- 
ца Н является плотной, т. е. большинство ее элементов 
отлично от нуля. Именно для таких систем справедлива 
отмеченная выше оптимальность гауссовых схем исклю- 
чения. 

В случае, когда система алгебраических линейных 
уравнений порождена дискретизацией отсчетов сигнала, 
количество уравнений № в системе равно числу отсчетов 
и для сигналов большой протяженности часто оказыва- 
ется настолько большим, что решение уравнений на ЭВМ 
с помощью любой из классических вычислительных схем 
затруднено. Действительно, например, для восстановле- 
ния телевизионного изображения вещательного стандар- 
та потребуется решить систему, содержащую около по- 
лумиллиона уравнений. Понятно, что решение такой 
системы по программе, предусматривающей выполнение 
порядка № операций, за разумное время не под силу 
даже самым высокопроизводительным универсальным 
ЭВМ. Это обстоятельство иногда приводят в качестве 
примера невозможности решения задач восстановления 
высокоинформативных сигналов при помощи алгебра- 
ических методов (см., например, [29]). 

Между тем матрица Н системы уравнений, порож- 
денной дискретизацией отсчетов сигнала, имеет специфи- 
ческий вид. Из-за того, что протяженность весовой функ- 
ции, как уже отмечалось, обычно много меньше протя- 
женности анализируемых функций, каждая неизвестная 
величина в уравнениях связана только с несколькими 
другими — для остальных неизвестных коэффициенты 
== в данном уравнении равны нулю. В результате Н 
оказывается редкой матрицей: лишь немногие ее эле- 
менты отличны от нуля. Кроме того, при естественном 
способе упорядочивания уравнений (когда отсчеты сле- 
дуют последовательно один за другим) ненулевые эле- 
менты матрицы Н образуют полосу или ленту вдоль 
главной диагонали. Такие матрицы называются ленточ- 
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ными. Более точно ленточные матрицы с шириной лен- 
ты 2г--1 определяются как матрицы, для которых йт»== 
=0, если |т—п|>т. Например, если г=1, то ширина 
ленты равна трем и матрица имеет следующий вид: 


Та Аа 0 = 
Вәд Раз аз 
Вы; бе бы 
(1.94) 
х ‚ рч 
9 пыл, бум 


Для нас важно то, что в рассматриваемом случае, 
когда г<, решение системы уравнений с ленточной 
матрицей существенно упрощается. Используя преиму- 
щества ленточной структуры матрицы при решении ли- 
нейной системы, можно сэкономить как необходимое 
время вычислений, так и требуемый объем памяти ЭВМ. 
Объем памяти уменьшается благодаря тому, что хранить 
можно только ненулевую часть матрицы и, например, 
ленту матрицы (1.94) можно запомнить в виде трех век- 
торов. 

Время счета сокращается вследствие того, что ма- 
трицы в треугольном разложении также оказываются 
ленточными. Цель гауссова исключения — сокращение 
числа неизвестных в каждом уравнении до тех пор, пока 
уравнение можно будет разрешить непосредственно. Но 
для систем с ленточными матрицами число неизвестных 
в каждом уравнении с самого начала мало и, следова- 
тельно, сведение к треугольной форме требует меньше 
времени. Действительно, .0-разложение здесь требует 
только гЛ? операций умножения вместо №3/3 таких опе- 
раций для плотной матрицы. 

Можно составить еще более эффективные специали- 
зированные программы решения систем уравнений 
с ленточными матрицами. Такие программы заранее учи- 
тывают то, что сомножители вне ленты равны нулю и 
для фиксированной ленты небольшой ширины — в три 
или пять элементов — оказываются чрезвычайно просты- 
ми [24]. 

В качестве примера приведем вычислительную схе- 
му решения системы уравнений с матрицей вида (1.94), 
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элементы которой хранятся в виде следующих трех век- 
торов, скажем, й, е, с: 


е су о 7 
4. єз с, 
агага (1.95) 
с 281 
10 СА! 
Матрицы І, и Џ при этом будут 
Ў | 07 Тас, 0 
1,1 “1.2 
В В изсз 
; 
= ж * 6.4 
[о п 1 10 иу 
(1.96) 


Их элементы рассчитываются по следующим про- 
стым формулам: 


ие; ие; Аи; 1—9, 3, .. 


М. 
(1.97) 


Решение системы Нѕ=1/05=# выполняется также очень 
просто с помощью соотношений 


зр а= 6а; 52, 3, ..., №; (1.98) 
= (1, 6,5, а)Їи к= (0—1), (М—9),...., 1. (1.99) 


к 


Дальнейшее сокращение объема вычислительных 
операций достигается в случае, когда система алгебраи- 
ческих уравнений порождена отсчетами функций в ин- 
тегральном уравнении типа свертки, т. е. когда значения 
весовой функции зависят только от разности аргументов 
сигнала и отклика. В этом случае ленточная матрица Н 
имеет так называемую теплицеву структуру: все эле- 
менты на главной диагонали, а также на любой диаго- 
пали, параллельной главной, одинаковы [30]. Для ре- 
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шения систем уравнений с теплицевыми матрицами 
предложены эффективные вычислительные процедуры, 
использующие простые рекуррентные соотношения 
[31, 32]. 

Для решения систем уравнений высокого порядка 
вместо гауссовых вычислительных схем, дающих «точ- 
ное» решение, часто удобнее использовать приближен- 
ные, итерационные методы, которые в целом несколько 
экономичнее прямых методов. Их достоинством являет- 
ся простота вычислительных процедур и возможность 
проведения вычислений с помощью .корректирующихся 
процессов. Отдельная ошибка в вычислениях у таких 
процессов не отражается на окончательном результате. 
Кроме того, преимуществом итерационных методов яв- 
ляется то, что одновременно решается только одно урав- 
нение. Поэтому системы большой размерности с помо- 
щью итерационных методов могут быть решены на ма- 
лых ЭВМ, обладающих достаточным объемом внешней 
памяти. 

Из итерационных методов широкое применение на- 
шли метод простой итерации, метод Гаусса — Зейделя и 
их разновидности [25, 27]. Следует отметить, что для 
решения задач восстановления сигналов могут оказаться 
полезными и другие итерационные методы, такие, как 
метод скорейшего спуска [33], метод минимальных не- 
вязок [25], метод Галеркина [34] и др. Детальное ис- 
следование итерационных методов решения систем ли- 
нейных уравнений приведено в [35]. 

Однако вообще большинство итерационных методов 
обладает одним существенным недостатком: каждый из 
итеративных процессов имеет свою область сходимости 
и существуют такие матрицы Н, для которых данный 
процесс сходится очень медленно или вообще расходит- 
ся. Кроме того, заранее трудно предсказать число необ- 
ходимых приближений для получения решения с напе- 
ред заданной точностью. Поэтому итерационные методы 
в прямой постановке можно рекомендовать тогда, когда 
по виду матрицы решаемой системы признаки сходимо- 
сти итеративных процессов выполняются достаточно хо- 
рошо. 

В вычислительной практике решения систем линей- 
ных уравнений и обращения матриц на ЭВМ итерацион- 
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ные методы широко используются также для повышения 
точности решений, найденных прямыми методами. Ите- 
рационное уточнение позволяет, в частности, уменьшить 
ошибки округления в методе Гаусса [36]. Такое уточне- 
ние оказывается очень полезным и при обращении теп- 
лицевых матриц [37]. 

Среди различных итерационных методов наиболь- 
ший интерес для задач восстановления сигналов пред- 
ставляет метод проекций [38, 39]. Сущность этого мето- 
да легко уяснить при помощи следующей геометрической 
интерпретации. Будем рассматривать сигнал как точку 
в №-мерном евклидовом пространстве. Координаты этой 
ТОЧКИ 51, 82, ..., 5м. Тогда каждое из М уравнений 
в (1.86) представляет гиперплоскость в этом простран- 
стве. Пусть известно некоторое начальное приближение 
к решению 567: (5, 509), ..., 509). Если никаких сведе- 
ний о решении нет, то в качестве координат начального 
приближения можно взять последовательность чисел 
0, 0, ..., 1 [38]. Первое приближение 5 вычисляем по 
формулам аналитической геометрии как проекцию точ- 
ки 800) на гиперплоскость 


аав1-21052- ... мм: (1.100) 
Затем вычисляем $) — проекцию $) на гиперплоскость 
болят аә ... Ромир. (1.101) 


Вычисления продолжаем до тех пор, пока не найдем 
приближение 500), соответствующее последнему из урав- 
нений в системе (1.86). На этом заканчивается первый 
цикл итераций. Далее ищем проекцию 504+) точки 57) 
на гиперплоскость (1.100), затем — проекцию $(М+9 точ- 
ки $М+Н) на гиперплоскость (1.101) и т. д., пока не при- 
дем к точке 507), соответствующей последнему уравне- 
нию в (1.86). На этом кончается второй цикл итераций. 

Основным достоинством метода проекций в отличие 
от других итерационных методов является то, что после- 
довательность векторов $®, 5), $@м), ..., полученная 
в результате многократного повторения указанных цик- 
лов итераций, всегда сходится, т. е. Ши 597—5 при лю- 


ео 


бых значениях Аи и числах № и М [39]. Метод проек- 
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ций применим не только тогда, когда система уравнений 
(1.86) имеет единственное решение, но и когда она име- 
ет бесконечное множество решений. В последнем случае 
в качестве решения берется вектор, для которого норма 
вектора невязки 


и, о. 
4-8, 0А 


достигает минимального значения. В этом смысле ме- 
тод проекций может давать результаты, аналогичные 
решению по методу наименьших квадратов. 

Таким образом, даже если исходная система урав- 
нений допускает бесконечно много решений, можно по- 
лучить одно «хорошее» решение. Кроме того, при исполь- 
зовании метода проекций для решения задач восстанов- 
лелия сигналов легко учесть различную дополнительную 
априорную информацию о классе восстанавливаемых 
сигналов, так как этот метод обеспечивает неизбежную 
сходимость. Например, в задачах восстановления изо- 
бражений априори известно, что восстановленный сиг- 
нал должен содержать только положительные величи- 
ны — значения интенсивности света. Учет этого обстоя- 
тельства в методе проекций выполняется просто прирав- 
ниванием нулю всех отрицательных координат вектора 
8/0, прежде чем перейти к следующему (к--1) —прибли- 
жению [39]. 

Другим достоинством метода является простота вы- 
числительной схемы. Если К— число отсчетов весовой 
функции, а № — число неизвестных значений сигнала, то 
объем вычислительных операций здесь оценивается ве- 
личиной 2КЛ на один цикл итераций. Поэтому при удач. 
но выбранном начальном приближении, не требующем 
большого количества дальнейших приближений, можно 
получить существенную экономию машинного времени 
по сравнению с другими методами. 

Возможность учета дополнительной априорной ин- 
формации может быть реализована и в некоторых дру- 
тих итерационных методах. В частности, разложение 
обратного оператора задачи в ряд Неймана (см. $ 1.4) 
эквивалентно нахождению решения матричного уравне- 


1.5. Алгебраические нетоды 63 


ния в виде 
м 
6= 5 (1н), (1.102) 
= 


и порождает следующий простой итерационный алго- 
ритм: 


5—1 |- (ЕН) #5, (1.103) 


Известны модификации этого алгоритма, позволяющие 
учитывать, например, информацию о неотрицательности 
значений восстановленного сигнала [40]. Однако в от- 
личие от метода проекций они не обеспечивают неизбеж- 
ной сходимости решения. 

Может показаться, что сведение основного инте- 
трального уравнения к системе алгебраических уравне- 
ний (1.86) исчерпывает проблему его решения — нужно 
лишь выбрать число № отсчетов сигнала достаточно 
большим для получения любой заданной точности реше- 
ния. Однако следует ожидать, что из-за некоррект- 
ности задачи восстановления сигналов и на этом пути 
возникнет какое-то препятствие. Таким препятствием яв- 
ляется плохая обусловленность линейной системы (1.86), 
выражающаяся опять-таки в исключительно сильной за- 
висимости решения от вариаций |, а также от ошибок 
задания коэффициентов системы и ошибок вычислений. 
Вообще алгебраизация некорректных задач при доста- 
точно большом числе № всегда дает плохо обусловлен- 
ную систему уравнений. 

Из-за плохой обусловленности системы уравнений ее 
решение становится неустойчивым: малые изменения 
входных данных могут вызывать как угодно большие 
(по норме) изменения решения и в результате решение 
«разбалтываєтся» [41]. В связи с этим рассмотрим бо- 
лее подробно вопрос об обусловленности систем линей- 
ных уравнений и влиянии этого фактора на процесс их 
решения. Для такого рассмотрения нам понадобятся по- 
нятия нормы матрицы, собственных значений и сингу- 
лярных чисел. 

Нормой квадратной матрицы Н порядка М называ- 
ется величина 


19== тах ИНрри; р=0, (1.104) 
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где нормы векторов Нр и р определяются согласно 
(1.89). Таким образом, при |р|=1 формула (1.104) вы- 
ражает наибольшую длину вектора Нр и может служить 
мерой максимального искажения единичной сферы ли- 
нейным преобразованием с матрицей Н. При таком пре- 
образовании (р—>Нр) собственные значения невырож- 
денной матрицы Н определяются как числа А, удовлет- 
воряющие уравнениям 

Нр,=Мрг; #=1, 2, ..., М, (1.105) 
где р; — собственные векторы. 

Сингулярными числами ра (11, 2, ..., М) называ- 
ются неотрицательные корни квадратные из собствен- 
ных значений симметричной матрицы ННТ. Заметим, что 
лля невырожленных матриц Н порядка № справедливо 
неравенство }12и22.. 2им>0. Кроме того, имеется 
прямая связь между нормами матриц Н и Н-! и экстре- 
мальными значениями сингулярных чисел: 


Пн = 1831 (1.106) 


Рассмотрим теперь матричное уравнение Неї, 
имеющее единственное решение (Н — невырожденная 
матрица, все р;>0), которое можно записать в форме 
5=Н-#. Предположим, что правая часть уравнения из- 
вестна с ошибкой ЛЁ, которая определяет ошибку решс- 
ния Лѕ. Вместо уравнения, определяющего точное реше- 
ние, запишем Н (5--Лѕ) =#--ЛЁ и посмотрим, как велика 
может быть ошибка Аз. Имеем Л5==Н-!Л? и, следова- 
тельно, 


15/1 11Н- 1 А8, (1.107) 


причем равенство в (1.107) возможно лишь для некото- 
рых векторов ЛЁ. Так как #—[Н5, 


111181 11511. (1.108) 
Умножая (1.108) на (1.107) 

ПА ПЕНИ НЫ $] ПАЯ (1.109) 
и полагая, что |520, из (1.109) находим 

3] АЯ 


Ч «ИНН -- (1.10) 
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Таким образом, связь между относительными ошиб- 
ками в решении и в Г определяется величиной |Н И Н-Ч|, 
которая называется числом обусловленности и обозна- 
чается сопа Н. Из (1.106) следует, что 


сопа НЦ ПЕН ==>. (1111) 


Нетрудно видеть, что число обусловленности огра- 
ничивает сверху отношение относительной ошибки в $ 
к относительной ошибке в Ё и, так как согласно (1.111) 
сопа Н>>1, это отношение также не может быть меньше 
единицы. Лишь при подходящем выборе направлений 
векторов Ё и ДР в формулах (1.107) и (1.108) возможно 
равенство, и следовательно, возможно равенство и 
в (1.110). Поэтому для произвольных векторов Ё и А 
нельзя дать оценку более точную, чем (1.110). 

В целом число обусловленности сопа Н является эф- 
фективной мерой того, насколько матрица Н хороша по 
отношению к вычислениям, возникающим при решении 
уравнения. Даже если вектор # известен точно, но коэф- 
фициенты Ам» матрицы Н заданы с ошибкой, то и в этом 
случае величина сопі Н позволяет получить оценку свер- 
ху в неопределенности решения согласно следующему 
выражению [24]: 


АНИ 
П 


В работах по применению алгебраических методов 
в задачах обработки сигналов часто можно встретить 
мнение о том, что мерой плохой обусловленности матри- 
цы Н может служить малость определителя ПеіН (по- 
рядка «машинного нуля» при вычислениях на ЭВМ), чем 
якобы и различаются вырожденные (еі Н=0) и плохо 
обусловленные системы уравнений. В действительности 
это заблуждение. Например, если и=и»= ... ==им= 
—10-%, то ЧеЁН будет очень маленьким числом (поряд- 
ка 10-20%), но согласно (1.111) в этом случае соп Н=1 
и относительная ошибка решения |1А51/1111,.оцениваемая 
по формуле (1.110), в точности равна ПАНИИ, т. е. си- 
стема очень хорошо обусловлена, хотя ее определитель 
мал. 

Для нас важно, что величина соп@ Н может быть 
огромной даже в простых задачах, связанных с восста- 


5—806 
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новлением сигналов, что приводит к неустойчивости ре- 
шения. Действительно, как следует из (1.111), величина 
сопі Н и, следовательно, степень неустойчивости реше- 
ния [см. (1.110)] зависит от отношения наибольшего и 
наименьшего сингулярных чисел и/им или, аналогично, 
от отношения наибольшего и наименьшего собственных 
значений Апах/Ашп матрицы Н. При этом «разбалтыва- 
ние» решения происходит в направлениях тех собствен- 
ных векторов р: матрицы Н, которые соответствуют наи- 
меньшим А; [41]. Однако чем большее число дискретных 
отсчетов функций мы берем в рассмотрение с целью 
увеличения точности аппроксимации исследуемых рас- 
пределений, тем выше порядок № системы уравнений и 
тем больше возможность получить очень маленькие зна- 
чения А: [42]. Кроме того, известно, что, например, у те- 
плицевых матриц все собственные значения № лежат 
в интервале, ограниченном наибольшим и наименьшим 
значением фурье-образа Н (о) весовой функции свертки, 
породившей систему алгебраических уравнений [30]. 
Поэтому диапазон изменения значений передаточной 
функции прибора Н (о) также может служить в каче- 
стве подходящей меры обусловленности системы. 

Так как мы знаем, что передаточные функции Н (о) 
реальных приборов близки к нулю вне полосы пропуска- 
ния, можно ожидать, что при любом достаточно боль- 
шом Л «размах» собственных значений А: будет велик и 
система уравнений будет плохо обусловленной. Возни- 
кающая ситуация как-бы аналогична той, что была рас- 
смотрена ранее: некорректность задачи восстановления 
сигналов, проявляющаяся здесь в плохой обусловленно- 
сти системы алгебраических уравнений, сопряжена 
с «нулями» передаточной функции прибора. Аналогичны 
и общие пути поиска приемлемого решения: для борьбы 
с неединственностью решения нужны какие-то принципы 
отбора решений (например, связанные с отбрасыванием 
нулевых отсчетных значений при дискретизации функ- 
ций), а для преодоления неустойчивости решения следу- 
ет как-то ограничить снизу динамический диапазон пере- 
даточной функции (например, ограничить число отсче- 
тов № так, чтобы высокочастотные гармоники шума не 
слишком усиливались в полосе пропускания восстанав- 
ливающего фильтра), 
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Одним из общих способов уменьшения трудностей, 
связанных с некорректностьо задачи, при решении пло- 
хо обусловленных систем уравнений является использо- 
вание псевдообратных матриц [43]. С помощью обычной 
обратной матрицы можно записать решение $=Н-Ч си- 
стемы линейных уравнений только в случае, когда Н — 
квадратная матрица и еі Н-520 (Н — невырожденная 
матрица). Но матричное уравнение при еі Н=0 
и в случае, когда Н — прямоугольная матрица размера 
МХМ (М<М), имеет бесчисленное множество решений. 
В теории матриц псевдообратные матрицы Н- вводятся 
для обозначения таких решений, т. е. Н- определяется 
таким образом, что з=Н-Р есть решение системы урав- 
нений (1.86) [44] 

Матрица Н- — не единственная для данной Н. Из 
всех псевдообратных матриц отметим матрицу Мура, 
обозначаемую Н+ и обладающую свойствами [45] 


НН+Н==Н; Н+НН+—=Н+; (НН+)Т=НН+; 
(Н+Н)т=Н+Н, 
которыми она и определяется единственным образом. 
Важным качеством псевдообратной матрицы Мура 
Н+ является то, что она существует для любой матрицы 


Ни потому, получая оценку восстановленного сигнала 
по формуле 


$=Н4, (1.112) 


мы можем не сомневаться в существовании и единствен- 
ности решения исходной системы линейных уравнений 
(см. $ 1.2). 

Неустойчивость решения при ошибках задания пра- 
вой части # можно попытаться преодолеть, анализируя 
псевдообращение возмущенного уравнения 


Н5—Е-у, (1.113) 


где у — вектор шума. По аналогии с (1.112) находим 
оценку решения уравнения (1.113) 


5=н+нг4-н+у, (1.114) 
где первый член в правой части определяет оценку сиг- 
нала в отсутствие шума (полезная составляющая), 
5* 


68 1. Математические основы теории восстановления сигналов 


а второй член представляет вклад в решение шумовой 
составляющей. Заметим, что полезная составляющая 
может рассматриваться как оценка вектора $ в уравне- 
нии (1.87) по методу наименьших квадратов, минимизи- 
рующая норму вектора $. Как уже отмечалось, такое 
решение единственное. 

Для того чтобы учесть влияние шумовой составляю- 
щей на оценку сигнала, используем следующее разложе- 
ние матрицы Н [47]: 


Е 
н тд Ч, (1.115) 


где В — ранг Н; а: и — собственные векторы симмет- 
ричных матриц НН? и НТН соответственно; р; — сингу- 
лярные числа матрицы Н, которые были определены вы- 
ше. Такое «спектральное» разложение допускает любая 
матрица Н. Матрица Мура Н+, псевдообратная к Н, 
имеет разложение 


К 
НУ вті. (1.116) 
= 


Эта форма отчетливо показывает взаимосвязь матрицы 
Мура с обычной обратной матрицей, спектральное раз- 
ложение которой имсет такой же вид, как и правая часть 
формулы (1.116), только суммирование проводится не до 
К, а до №. Таким образом, для вычисления Н+ достаточ- 
но найти сингулярные числа и собственные векторы 4: 
и Ё. 

Используя разложение (1.116) в формуле для оцен- 
ки решения (1.114), получаем [46] 


в в 
= ьг'ай (Н) 4- У вгу. (1.117) 

1 11 
Теперь понятно, что эффективность метода псевдообра- 
щения зависит от такого выбора числа К членов разло- 
жения матрицы Н+, при котором достигается компро- 
мисс между уровнем шума и качеством восстановленно- 
го сигнала. Ёсли в (1.117) использовать разложение Н 
по формуле (1.115), то можно видеть, что члены первой 


1.6. Борьба с помехами при восстановлении сигналов 69 


суммы в правой части (1.117) с ростом К изменяются 
медленнее, чем члены второй суммы, которые возраста- 
ют пропорционально 1/џ=, и так как в общем случае 
справедливо упорядоченное неравенство 2р2 
> ... 2н, шумовая составляющая по достижении не- 
которого достаточно большого индекса { начинает пре- 
обладать над полезной составляющей оценки решения. 
Чем большее число членов разложения учитывается 
в суммах правой части (1.117), тем ближе полезная со- 
ставляющая оценки к «истинному» решению, но тем 
меньше отношение сигнал/шум (отношение полезной 
составляющей оценки к шумовой). 

Итак, в некорректной задаче решение системы урав- 
нений методом псевдообращения все же неустойчиво, 
как и решения, получаемые другими классическими ме- 
тодами. Это относится и к методу наименьших квадра- 
тов, предусматривающему решение системы нормальных 
уравнений (1.92) [1]. Общий способ борьбы с неустой- 
чивостью решения здесь по-прежнему состоит в умень- 
шении числа членов разложения сигнала, а компромисс 
между качеством восстановленного сигнала и уровнем 
помехи достигается ограничением числа членов разло- 
жения на основе эвристической оценки получаемых ре- 
зультатов. Регулярные вычислительные процедуры, по- 
зволяющие получать компромиссные решения на базе 
априорной информации о задаче, будут рассмотрены 
в гл. 2. 


1.6. БОРЬБА С ПОМЕХАМИ ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ СИГНА- 
лов 


В предыдущих параграфах было показано, что 
ошибки измерения наблюдаемой функции (так же, как 
и ошибки задания весовой функции прибора) проявля- 
ются в виде помех, приводящих в конечном счете к не- 
устойчивости решения. При этом влияние помех можно 
уменьшить, ограничивая число членов разложения сиг- 
нала, что эквивалентно простому ограничению полосы 
частот спектра наблюдаемой функции. 

Для того чтобы рассмотреть более общие пути борь- 
бы с помехами, представим процесс восстановления сиг- 
нала, полученного с помощью некоторой линейной си- 
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$) жа) 7 5) 
58, нә г) жа) = ? | Аа ежь (= 
Вхой Выход 
А 
зіл) ә 5) *^ь(2)-88) 
8500. 5 Вытоб 


Рис. 1.3. Схема процесса восстановленни сигнала: 
а— последовательность систем приема и восстановления сигнала; 
6 — суммарная система 


стемы, как преобразование его в другой линейной си- 
стеме, которая последовательно соединена с исходной 
(рис. 1.3). Для упрощения рассуждений допустим, что 
обе эти системы являются системами с постоянными па- 
раметрами, т. е. что процессы их функционирования опи- 
сываются уравнениями типа свертки. 

На выходе последней системы имеем 


бо) =) Жі), (1.118) 


где ћь (х) — весовая функция прибора, осуществляюще- 
го восстановление (восстанавливающего фильтра), 
а [(х) — функция на выходе системы приема сигнала 


Ре) = (х) Ж (х). (1.119) 


Фурье-образ № (х) функции №Љь(х) есть передаточная 

ункция восстанавливающего фильтра. Подставляя 
(1.119) в (1.118), получаем формулу, связывающую $ (х) 
и 5(х): 


(х) =, ©) Жо) Ж (29]. 
Воспользовавшись свойством ассоциативности свертки, 
находим 


ЗИ, ЖЕ 6 (=) ж (0), (01.120) 


где ћс(х) — суммарная (общая) весовая функция но- 
следовательности систем приема и восстановления сиг- 
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нала, равная 
Ве (х) =, (х) ЖА (х). (1.121) 


Из (1.120) ясно, что точное восстановление сигнала, 
когда $(х) == (х), возможно только при йс(х)=8(х), 
т. е. при условии 


һоджЬ, (= (х). (1.122) 


Применяя к обеим частям равенства (1.122) преобразо- 
вание Фурье, получаем Р (о) А. (®)=1. Следовательно, 
случаю точного восстановления соответствует передаточ- 
ная функция восстанавливающей системы вида 


1 
Н, (0= деу - (1.123) 
Именно этот случай предполагается в решении по фор- 
муле (1.27) 
1 т І 
эх [Р егер) в. 
—> 


Фильтр с передаточной функцией (1.123), пользуясь 
радиотехнической терминологией, будем называть ин- 
версным фильтром, а соответствующий процесс обра- 
ботки сигнала — инверсной фильтрацией. 

Если не ограничивать полосу частот инверсного 
фильтра, то при |о|—өг («г — граничная частота, при 
которой Н (г) =0) функция 1/Н (ө) стремится к беско- 
нечности (рис. 1.4). Это приводит к бесконечному уси- 
лению помехи и, как следствие, возникает неустойчи- 
вость решения. 

Ясно, что ограничение полосы частот фильтра про- 
межутком (—®с, –с), меньшим интервала (—®г, ®г 
(см. рис. 1.4,а), эквивалентно соответствующему огра- 
ничению пределов интегрирования в формуле (1.27) или 
умножению передаточной функции инверсного фильтра 
1/Н (©) в подынтегральном выражении этой формулы 
на индикаторную функцию отрезка (—®с, ®с): 


Н.Н Ро, 
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Рис. 14. Передаточные 
функции ‘восстанавливающих 
фильтров при, различных 
методах борьбы с помехами: 
а— последовательное огра- 
ниченне полосы частот ин- 
версного фильтра: 


б умножение передаточ- 
ной — функции инверсного 
фильтра на последователь- 
ность множителей Ко (9); 


в— разложение передь =оч- 
мой функции инверсисто 
фильтра в ряд Неймана 


| 1; аә, 
0; ұ>ә,.' 

Изменяя значения ©, можно менять соотношение 
между качеством восстановления сигнала и величиной 
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случайной ошибки. При этом улучшение качества вос- 
становления при увеличении фс автоматически будет 
приводить к росту случайной ошибки. 

Однако мы можем регулировать степень приближе- 
ния к точному восстановлению умножением 1/17 (©) 
в подынтегральном выражении формулы (1.27) не на 
Р(о[ос), а на некоторую функцию К(®), достаточно 
быстро убывающую при увеличении о, такую, что ин- 
теграл 

= 1 Феу И 

= 5) К (®) ехр (хә) йә (1.124) 


—> 


не расходится при || -—>®;. Этим способом можно так- 
же бороться и с неединственностью решения (см. $ 1.2), 
возникающей при обращении в нуль функции Н (о) 
в некоторых точках внутри интервала (—вг, @г), припи- 
сывая отношению К (6)/Н (о) конечные значения в тех 
точках, где Н(@) равна нулю. 

В наших представлениях умножение передаточной 
функции инверсного фильтра на К(о) соответствует 
отысканию «сглаженного» решения 


$ =, (х) ж ГО) = № ©) Же] ЖГ, 


связанного с идеальным решением $(х) выражением 


(х) = А, (х) Же (х) = И, (х) Ж (х) ЖА] ж $ (х), 
где К(х) — результат обратного преобразования Фурье 
от К(о); №и(х) — весовая функция инверсного фильтра 
ИН (о). 

Теперь понятно, что подходящим выбором функции 
(х) можно регулировать степень «сглаживания» реше- 
ния, меняя параметры этой функции. Более того, таким 
путем мы можем составить последовательность суммар- 


ных весовых функций А(9 (х), В (х), ..., Ве? (А), 2 
И (х) = 0 (х) 5А (о), 
стремящихся к ӧ-функции при и—+00, таких, что после- 


довательность соответствующих устойчивых «сглажен- 
ных» решений & (х), (х), ..., & (х), ..:: 


5, (к) = 0) ГО) 
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при определенных условиях будет равномерно сходиться 


к $(х)- 
Эти условия сводятся, в основном, к тому, что все 


функции /(х), (х), А (х), А") (х) и А) (х) должны при- 
надлежать [1(—00, оо), причем (х) и 3(х) должны 
быть ограниченными и иметь ограниченную первую про- 


изволную [19]. 
Для решения практических задач в качестве после- 


довательности функций во (х), вообще говоря, можно 
брать различные семейства функций, сходящиеся к 6(х) 
при соответствующей нормировке. Например, можно ис- 
пользовать последовательность 
0 = 

В (х) = (о, Уч) ехр (—х*/а*,), 

где ап —*0 при и—»-оо. В этом случае 
0) (у Ка 0) __ ехр (9/4) 

Н, = (оу 
и при а, +0 передаточная функция восстанавливающего 
фильтра Н! (о) стремится к инверсной передаточной 
функции 1/5 (ө), причем с увеличением о рост ИН (е), 
приводящий к неустойчивости решения, замедляется. 

При выборе формы суммарных весовых функций В (0 
подбором множителей К,„ (е) в подынтегральном выраже- 
нии (1.124) часто требуется не только хорошая аппрок- 
симация функции 1/Н (е) функциями Н? (е) с увеличе- 
нием л, но и такое „сгибание“ этой функции, при кото- 
ром в наиболее тяжелых условиях, когда || —• ө, пере- 
даточная функция восстанавливающего фильтра стремится 
к нулю (рис. 1,4,6). Это необходимо для того, чтобы не 
получить большого усиления помехи. Если последователь- 
ность точек перегиба функций 5% (о) при этом будет 
стремиться к ®,, то можно достичь высокого качества 
восстановления сигнала. Однако если точка перегиба бу- 
дет находиться далеко от точки «,, то данное решение 
может оказаться слишком сглаженным. Следует отметить, 


что ряд 1-- 1 —Н (®)", используемый в методе по- 
в 
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Рис. 1.5. Передаточные 
Функции: 
а— системы приема сиг. 
алая = 
тшт 0р 0 мм 0 
А нуни) 
\ | Ив) 
А 
у 
6— ннверсного восстанавли 
вающего фильтра при сгра- 
ничешии усиления; ры 1 НЕЕ р 
20у ар г) 2р шг 0 
в суммарной снстемы > 
2 


следовательных приближений (см. $ 1.4), сходится к 
ИН (о) при п — оо, как это видно из (1.72). Этот метод 
также позволяет построить последовательность переда- 
точных функций но (©), имеющих ограниченное усиление 
вблизи граничной частоты системы приема сигнала 
(рис. 14,6). Однако здесь функция Н! (е) при |е| о, 
стремится к конечному значению, равному (л--1) Н (0). 
Это означает: если в [(х) содержится помеха, то при 
числе приближений п она может получить, как следует 
из (1.73), (п-1)-кратное усиление в восстановленном 
сигнале. 
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Известны также различные эвристические методы 
борьбы с шумами, позволяющие на основе интуитивных 
соображений достичь компромисса между помехой и 
степенью «сглаженности» решения [48, 49]. Простейший 
из них предусматривает ограничение усиления инверс- 
ного фильтра в той области частот, где шум преоблада- 
ет над сигналом (рис. 1.5). Этот метод соответствует 
применению восстанавливающего фильтра с передаточ- 
ной функцией вида (рис. 1.5,6) 


1/Н о); <, 
Н, (ә) =; А; о> ш> о, (1.125) 
0; 6] >> ®,, 


где величины фф и А=1/Н (®ф) определяются уровнем 
шума (рис. 1.5,а). Можно показать, что фильтру с пере- 
даточной функцией (1.125) соответствует нормиро- 
ванная весовая функция [19] 


вь (х)=/6(х) —Вч (х), (1.126) 


где 9(х) есть фурье-образ функции А—Н»(х), а кон- 
станта В рассчитывается из условия нормирования: 
общее усиление передаточной функции суммарной систе- 
мы Не(®) не должно превышать единицы (рис. 1.5,в). 

Приведем численный пример [49]. Пусть на вход сястемы по- 
лучения информации поступил сигнал 5(х), заданный дискретно 
в виде отсчетов, показанных на рис. 1.6,а (для наглядности отсчет- 
нье значения функций на рис. 1.6.4 соединены ломаными линиями). 
Совокупность дискретных значений сигнала 5(х) в точках х=1, 
2,..., 15 представлена в табл. 1.1. 


Таблица 1.1 


х Го 34 ета 9107000: 10.108: 14 ЧБ 
(х) | 24 24 16 24 28 28 12 20 20 28 20 4 28 24 24 
Их) | 24 22 20 23 27 24 18 18 22 24 18 14 1 25 м 


Ях) | — 23 18 22 28 25 16 18 2 28 18 9м – – 


Пусть весовая функция системы #(х) имеет симметричную 
«треугольную» форму (рис. 1.66): #(0)=1/2, #(1) = (—1) ==1/4, 
п (2) =! (—2)=0. Наблюдаемую функцию Р(х) вычислим с помощью 
дискретного аналога интеграла свертки 5(х) с №(х) для ненулевых 
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значений А (+): 


1 1 
Н) = УЕ»: = Я в) 507 — х); 
х 


1 


1,2, ..., 15. 

Ясно, что расчет свертки здесь сводится к суммированию значения 
функции $(х) в данной точке х с весом 1/› и ее значений в двух 
соседних точках с весом 1/, например: 


КЮ) =$(9) /4-Е5 (10) /2-65 (11) А. 


Рассчитанные таким образом дискретные значения [(х) приве- 
дены в табл. Ы и показаны на рис. 1.6,а. Сравнение /(х) и (х) 
иа рис. 1.6,а позволяет проследить сглаживающее действие системы 
приема сигнала с весовой функцией рис. 1.6,6. Передаточная функ- 
ция этой системы как результат преобразования Фурье от й(х) 
равна Н (о) =ѕіп? в /©2. 

Первый нуль функции ѕіп? ө/о достигается в точке фл, 
т. е. при частоте у==0/21, равной 1/2. График функции Н(у) 
иллюстрируется рис. 1.6,8 в предположении, что гармоники с часто- 
тами, превышающимн 1/2, пренебрежимо малы. На рис. 1.6,6 по- 
казана также ·передаточная функция последовательности систем 
приема и восстановления сигнала (суммарной системы) Но (ж), тре- 
буемая для перелани сигнала в полосе частот (—уф, №5) без иска- 
жений и ослабления гармоник смеси сигнала и шума вне этой по- 
лосы. Пороговый уровень передаточной функции, при котором шум 
начинает превышать сигнал (уровень шума), выбран равным 0,2. 
В этом случае усиление, осуществляемое передаточной функцией 
восстанавливающего фильтра Нз (у), согласно (1.125) должно быть 
ограничено величиной А=5 (рис. 1.6,е). 

Построим вспомогательную функцию  Ньс(®) = 5—Н»(%) 
(рис. 1.60) и вычислим ее фурье-образ 9(х) (рис. 1.6,е). В точках 
Х=0, 1, 62 эта функция имеет ненулевые значения, равные 17, 
7, —9, соответственно. Для определения весовой функции восста“ 
навливающего фильтра й. (х) по формуле (1.126) остается норми- 
ровать (х). Нормировка производится из следующих соображений. 
На больших частотах усиление фильтра ограничено значением 5, 
Этим значением определена константа А в (1.126). На нулевой 
частоте, соответствующей постоянной составляющей сигнала, усиле- 
ние восстанавливающего фильтра должно быть равно | (см. значе- 
ние Н»(0) на рис. 1.6,2). Следовательно, и свертка А. (х) с постоян- 
ной составляющей единичной величины должна быть равна 1. За- 
писывая свертку в дискретной форме и учитывая, что суммирование 
имеет смысл только для иснулевых зпачений (х), получаем урав- 
нение 
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Рис. 1.6. Пример восстанов- 
ления сигнала ипверспым 
фильтром с ограниченным 
усилением [89]: 


а— входной сигнал з(х) и 
наблюдаемая функция /(х): 


б-— весовая функция систе- 
мы приема сигнала; 


ат датах Е 


2 передаточные Функции 

мы приема сигисла 

Г ум суммарной системы 
Не( 


а — передаточная функция 
восстанавливающего фильт- 


а НЫ 


Учитывая (1.126) для нормированной весовой функции, находим 


2 
У 152 (0) — Во (|. (1.127) 
х=—2 
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д— вспомогательная функ 
ция Ао: 


1 
с писа аа аы паг. 


е фурье-образ @(х) вспо- 
могательной функции; 


э нормироваиная весовая 
функция восстанавливающе- 
го фильтра: 


5 
2+) 
в 
8 
з — входной з(х) н восста- А 
новлениый (х) сигналы о 


Так как здесь 8(х) =1 при х=0 и 8(х) =0 при х0, уравиение 
(1.127) для вычисленных значений ф(х) дает оценку величины В из 
соотношения 1=5—278. Это позволяет представить й»(х) в виде 


вы (8) = 544) —49(#) 27. (128) 
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Расчет по формуле (1.128) приводит к следующим отсчетным зна- 
ченням Аъ (х): А»(0) = 2,4; Аь(1) 1; А0) =№(—2) = 
==0,3; А, (3) =А5(—3) =0 (рис. 1.6,ж). Восстановленный сигнал вы- 
числим в виде дискретной свертки /(х) и Аъ (х) для ненулевых зна- 
чений Аъ (х): 


2 
= х һб х); х2, 3, ..., 13. 
тз а их=-2 


Полученные таким образом дискретные значения $(х) приведены 
в табл. 1.1 и показаны на рис. 1.6,3. 

Сравнение рис. 1.6,а и 1.6,3 показывает, что с помощью рас- 
смотренного метода действительно удалось получить сигнал $(х), 
более близкий к 5(х), чем Р(х). 

Нетрудно проверить, что максимальное отклонение, среднее 
арифметическое значение модуля отклонения и среднее квадратиче- 
ское откловение (х) от 5(х) равны 

мах|/(х)—(х)| = 10: Е (х)—5(%)|=3/15; 

(Е (а). —=(2) 90—15, 

а соответствующие величины отклокений $(х) от 5(х) составляют 


тах |5 (х);—8 (ФБ: Ех) —3(х) | == 2,95; 
р 12 

{Е Г) — в (к) 8) 0,5. 

Таким образом, «качество» сигнала улучшается в 1,7—2 раза в за- 
висимости от выбранного критерия близости функций. 

Обеспечивая довольно хорошее качество восстановления, рас- 
смотренный метод одновременно позволяет получить решение, устой- 
чивое к шумам (в рассмотренном численном примере шум возни- 
каст вследствие ошибок округления при расчетах). 

Когда уровень шума, определяющий величину Л, заранее не из- 
_вестен, можно составить последовательность весовых функций 
№") (х) вила (1.126), начиная с некоторой функции А00) (х), выбран- 
пой «с запасом» (так, что значение А достаточно мало). Такая после- 


довательность будет давать семейство решоний 5, (х), равномерно 
сходящееся к з (х), если 4 (х) Є, (оо, ос) [19]. 

В заключение отметим, что при использовании рас- 
смотренных выше общих методов борьбы с помехами 
исследователь вынужден сам решать, когда следует 
прервать процесс приближения $(х) к 5(х), руководст- 
вуясь теми или иными соображениями о реальном или 
шумовом происхождении, возникающих после каждого 
нового приближения деталей решения. Такая ситуа- 
ция допустима, например, в задачах восстановления 
различного рода изображений, когда форма объектов 
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наблюдения известна хотя бы приблизительно. Для 
решения этих задач привлекаются оптико-электронные 
вычислительные комплексы (ОЭВК), содержащие ЭВМ 
и позволяющие работать в режиме диалога человека 
с машиной [6]. Человек-оператор, пользуясь своим, 
субъективным критерием качества изображений, может, 
например, остановить процесс поиска решения на том 
приближении, которое обеспечивает качество восстанов- 
ленного сигнала, достаточное для опознавания объекта, 
или, например, вернуться к предыдущему приближению, 
когда уровень шумов кажется слишком большим. За- 
метим, что только знание априорной информации дает 
оператору основание заключить, что, наиример, зер- 
нистость на фотоснимке не имеет никакого отношения 
к снятой сцене и вызвана просто несовершенством фо- 
топроцесса. Точно так же он знает, что штрих на фото- 
снимке цебосвода отображает звезду, переместившуюся 
за время экспозиции, а не принадлежит какому-то до 
сих пор неопознанному объекту штриховидной формы. 

Однако во многих случаях достаточная априорная 
информация о классе восстанавливаемых сигналов от- 
сутствует. В качестве примера можно указать на задачи, 
связанные с компенсацией влияния измерительных при- 
боров на результаты регистрации заранее неизвестных 
процессов в физике, биологии и т. д., или на задачи 
восстановления изображений неизвестных объектов 
в астрофизике и космических исследованиях. В этих слу- 
чаях нельзя пользоваться субъективными критериями 
качества восстановления и потому необходимы регуляр- 
ные процедуры поиска устойчивых решений. Повторим, 
что такие процедуры рассматриваются в гл. 2. 


1.7. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ СПЕКТРА 


Изложение проблемы восстановления сигналов бу- 
дет неполным, если не затронуть вопрос об «идеальном» 
восстановлении сигналов, полученных прибором с ко- 
нечной полосой пропускания. Ограничение полосы про- 
пускания, неизбежное в реальных системах, как было 
отмечено в $ 1.2, приводит к полной утрате высокоча- 
стотных составляющих сигнала, которые никак не про- 
являются в наблюдаемой функции [(х). Этим объясня- 


6—866 
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ются ограниченная четкость изображений в оптических 
приборах, дефекты верности воспроизведения акустиче- 
ских сигналов при граммзаписи, конечное разрешение 
спектральных линий в спектроскопии и т. д. Считается, 
что любой измерительный прибор, полоса пропускания 
которого ограничена некоторым интервалом (—®т, @г), 
может иметь разрешающую способность, не превышаю- 
щую величины порядка л/ог. Иначе говоря, реальный 
физический прибор может разрешить два отдельных 
единичных импульса только тогда, когда они разнесены 
на расстояние большее, чем 1/2%, где уг==г/2л. В про- 
тивном случае оба импульса сливаются в один на вы- 
ходе прибора. 

В связи с этим вопрос о возможности увеличения 
разрешающей способности вышеуказанного предела при 
помощи апостериорной обработки выходного сигнала 
имеет первостепенное значение в физике и технике. 

В $ 1.2 было показано, что ограничение полосы ча- 
стот системы в конечном счете порождает неединствен- 
ность решения — особенность, присущую некорректно 
поставленным задачам. По аналогии с приведенными 
ранее общими соображениями о возможных путях борь- 
бы с неустойчивостью решения (другая особенность не- 
корректных задач) можно предположить, что единствен- 
ное «правильное» решекие можно отобрать из всех 
возможных решений на основе использования допол- 
нительной априорной информации о сигнале. 

Оказывается, что в качестве такой информации мо- 
гут служить данные о конечной протяженности (дли- 
тельности) входного сигнала, т. е. информация о том, 
что функция 5(Е) определена на конечном интервале, 
например, (—а, а), а вне этого интервала $(5) тождест- 
венно равна нулю. Это означает, что множество входных 
сигналов ограничено классом финитных функций, точ- 
нее функций, финитных в интервале (—а, а) [3]. 

Пусть функция $(&) финитна в интервале (—а, а). 
Если она кусочно-непрерывна и интегрируема в проме- 
жутке от —а до а (т. е. (8) =/[—а, а]), то ее спектр 
является аналитической функцией. Это видно из теоре- 
мы Винера — Пэли, согласно которой фурье-образ Ч Е 
нитной функции 5(&) может быть продолжен на всю 
комплексную плоскость р=0+јо как целая функция 
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$(р) конечной степени [51]. Напомним, что целой функ- 
цией называется аналитическая функция комплексного 
переменного, представимая сходящимся всюду степен- 
ным рядом (в данном случае конечной степени) и, сле- 
довательно, не имеющая особенностей ни в какой огра- 
ниченной области комплексной плоскости. 

Таким образом, фурье-образ финитной функции, 
известный в некоторой области, может быть экстрапо- 
лирован на всю комплексную плоскость. Отсюда сле- 
дует, что знание спектра сигнала внутри некоторого 
интервала частот, в частности внутри полосы пропуска- 
ния прибора, можно использовать для определения зна- 
чений спектра за пределами полосы пропускания. Един- 
ственность аналитического продолжения и, как следст- 
вие, возможность получения единственного решения 
основного интегрального уравнения вытекает из того, 
что две любые функции комплексной переменной, зна- 
чения которых совпадают в произвольно малой области 
аналитичности, должны быть идентичными [58]. 

Все это говорит о том, что если некоторый кусочно- 
непрерывный сигнал финитен, то его спектр «гладкий» 
и потому при абсолютно точных измерениях может быть 
единственным образом экстраполирован сколь угодно 
далеко за пределы полосы пропускания прибора. В ре- 
зультате появляется возможность (по крайней мере тео- 
ретическая) достижения сколь угодно большой разре- 
шающей способности. 

Теорема Винера — Пэли по существу показывает 
природу производных от фурье-образа 5 (ө) финитной 
функции: как целая функция $ (©) должна иметь конеч- 
ные значения производных в любой точке, например 
в точке о=0. Это подсказывает простейший путь вы- 
полнения аналитического продолжения спектра — раз- 
ложение $ (©) в ряд Маклорена 

5(0)=8 (0) +057 (0) +925" (0) /2+ . (1.129) 
которое в данном случае существует для всех значе- 
ний ө, в том числе и лежащих вне полосы пропускания 
прибора. 

Теоретически мы можем легко вычислить значения 
5(0), 5'(0), 5" (0) ит. д. в разложении (1.129), исполь- 
зуя формулу $ (0) =Р(®) /Н (®); |®| <оо, позволяющую 
6 
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найти решение уравнения типа свертки (если решение 
существует), затем подставить полученные значения 
в (1.129) и, выполнив обратное преобразование от $ (6), 
получить «идеальный» восстановленный сигнал. Однако 
понятно, что ошибки измерения Р(0) и Н(0) на прак- 
тике будут приводить к потере точности вычисления про- 
изводной 5("(0) с ростом и. Вследствие некорректно- 
сти задачи такое решение будет неустойчивым, если не 
принять специальных мер, таких, как ограничение числа 
членов в разложении (1.129), введение в это разложе- 
ние весовых коэффициентов и т. д. Возникающая ситуа- 
ция не отличается от рассмотренной ранее при анализе 
общих путей борьбы с помехами. 

Известные методы аналитического продолжения 
спектра основаны на разложении анализируемых функ- 
ций в различные функциональные ряды [58—55]. Наи- 
более удобным оказывается разложение по системе 
сфероидальных волновых функций (СВФ), которые 
упоминались в $ 1.3. Замечательным свойством СВФ 
является двойная ортогональность: они образуют орто- 
нормальную систему, полную в подпространстве функций 
с финитным спектром из /2(—оо, со), ‘и одновремен- 
но — ортогональную систему, полную в [2(—а, а). Это 
свойство позволяет существенно упростить процесс ана- 
литического продолжения. 

Рассмотрим процедуру применения СВФ для вос- 
становления с аналитическим продолжением спектра 
при решении уравнений типа свертки [55]. 

Задача состоит в решении уравнения 


© 


{50 ло) а=) 


-5 


при условии, что сигнал 5(Е) =0 при [| >а. а фурье-об- 
раз весовой функции Н (є) =0 при |®|>0г. Так как 
сигнал финитен, его фурье-образ 5(®) является функ- 
цией с финитным слектром. Разложим $ (о) по системе 
СВФ Ч (о): 

о 


У ат, (0), (1.130) 


10 


5 (0) 


17. Аналитическое продолжение спектра 85 


где 


и { $6) 9; (о) а. 


9 
г 


В силу двойной ортогональности системы СВФ раз- 
ложение (1.130) существует для всех значений ® (от 
— 0 до оо), хотя коэффициенты а: вычисляются по зна- 
чениям 5(®) на конечном интервале (—0@, ©), 
а вследствие полноты системы СВФ в множестве функ- 
ций с финитным спектром ряд (1.130) сходится к 5 (<). 
Таким образом, формула (1.130) представляет аналити- 
чески продолженный спектр сигнала. 

Восстановленный сигнал 5(х) вычислим как ре- 
зультат преобразования Фурье от 5(6). Получим 


о 


5(х)= У] аши (х), (1.131) 
1=0 
где 
а (х)= [т (о) ехр (—јло) о. (1.132) 


Для нахождения &:(х) используем свойство инвариант- 
ности СВФ к-преобразованию Фурье на конечном ин- 
тервале [15] 


па" = (е (5) орта (1.133) 


Подставляя выражение для У; (о) из (1.133) в (1.132), 
находим 


(5) 09 


Е Г [ ( Ы (==) ехр (је) е ехр(—јхо) йо == 
= ўя (>) | 7 «} = 
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а 


ый. {з (22) 6-а а 


2л а 


Используя «фильтрующее» свойство ё-функции, из 
последнего выражения получаем 


а | Г! Ото, Јад)? Ч зо; Е (1.134) 


Восстановленный сигнал находим, подставляя (1.134) 
в (1.131): 


© 


500—) "9/9" У ог (коа); |х <а, 
1=0 
0; к> а. 


(1.135) 


При точных измерениях и бесконечном числе чле- 
нов ряда формула (1.135) определяет восстановленный 
сигнал с неограничено высокой разрешающей способ- 
ностью. Однако если учесть, что «энергия» шумов влияет 
на качество восстановления обратно пропорционально 
величине 24, как это было показано в $ 1.3 (см. (1.65)), 
а собственные значения Ал; у СВФ (см. рис. 1.2) резко 
стремятся к нулю, начиная с некоторого индекса р, то 
становится понятным наличие практического предела 
числа № используемых членов разложения и, следова- 
тельно, предела разрешающей способности. 

Предел разрешающей способности можно ориенти- 
ровочно оценить из следующих соображений. Для того 
чтобы ограничить влияние шумов, произведем усечение 
ряда в (1.135), принимая во внимание лишь М членов 
ряда, где М. Тогда, согласно (1.61), 


М=2аг/ л==4ауг. (1.136) 


Из общих свойств СВФ следует, что любая коорди- 
натная функция Ч; ряда в (1.135) точно & раз обра- 
щается в нуль на интервале (—а, а) [15]. Это позво- 
ляет принять за численную меру разрешения, достигае- 
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мого при сохранении № членов разложения, среднее рас- 
стояние р между нулевыми значениями последней ко- 
ординатной функции Ҹу усеченного ряда на рассматри- 
ваемом интервале: 

_ раа] (№1). (1.137) 
Подставляя (1.136) в (1.137) и учитывая, что 40%; 1, 
получаем величину разрешения порядка р=1/2%, со- 
впадающую с обычной оценкой разрешающей способно- 
сти реального прибора, имеющего полосу пропуска- 
ния 2%. 

Тем не менее, принципиальная возможность увели- 
чения разрешающей способности вышеуказанного пре- 
дела за счет аналитического продолжения спектра при 
восстановлении сигнала сохраняется. Приведенная оцен- 
ка разрешающей способности фактически является оцен- 
кой снизу. Борьба с помехами предполагалась простым 
усечением ряда на координатной функции с индексом 
ір. Если же при вычислении коэффициентов о; в раз- 
ложении (1.135) будет использована информация об 
отношении сигнал/помеха в направлении каждой ко- 
ординатной функции Ч, число членов разложения мо- 
жет быть увеличено и достижимый предел разрешаю- 
щей способности повышен. Конкретная процедура вос- 
становления сигнала с аналитическим продолжением 
спектра, использующая информацию об отношении сиг- 
нал/помеха, рассмотрена в [56] 


2 


РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ 
РЕШЕНИЯ 

ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ 
СИГНАЛОВ 


2.1. МЕТОД РЕГУЛЯРИЗАЦИИ А. Н. ТИХОНОВА 


В гл. | было показано, что вследствие некоррект- 
ности задачи восстановления сигналов нельзя получить 
точное решение основного интегрального уравнения, 
устойчивое к малым изменениям исходных данных. При- 
ближенное устойчивое решение можно найти, ограничи- 
вая тем или иным способом полосу частот сигнала и от- 
бирая какое-то одно приемлемое решение из всех воз- 
можных. Однако при произвольном выборе способа 
получения приближенного решения очень легко исказить 
результат. 

Стремление избавиться от произвольных факторов 
и определить общие методы решения некорректно по- 
ставленных задач привело к разработке новых подходов 
к их решению [57—64]. Фундаментальное значение для 
новых подходов имеют понятия регуляризации решения 
и регуляризирующего оператора, введенные А. Н. Тихо- 
новым [65]. 

Под регуляризацией решения по Тихонову пони- 
мается построение семейства обратных операторов, за- 
висящего от некоторого числового параметра а, назы- 
ваемого параметром регуляризации. Каждый оператор 
семейства дает решение корректной задачи, причем при 
согласованном стремлении к нулю параметра а и ошиб- 
ки исходных данных решение корректной задачи стре- 
мится к истинному решению соответствующей некоррект- 
ной задачи. 

Иначе говоря, если в некорректной задаче 25 =} 
вместо точной правой части [, мы имеем элемент / Е Г, 


для которого р, (/,, БФ то элемент $25 по Тихо- 
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нову можно определить с помощью оператора, зависящего 
от параметра 2, значения которого надо брать согласо- 
ванными с погрешностью ү исходных данных |. Эта со- 
гласованность должна быть такой, чтобы при приближе- 
нии правой части 1, к точному значению |, т. е. при 
1-0, приближенное решение <, стремилось бы к иско- 
мому точному решению 5, (в метрике пространства 5). 

Оператор Я([, а), зависящий от параметра а, на- 
зывается регуляризирующим для уравнения 245=}, если 
он обладает следующими свойствами: 

1) оператор определен для всякого а>0.и любого 
{Е и непрерывен по ў; 

2) существует такая функция от ү, а=а(ү), и для 
любого е>>0 существует такое число ү (є), что если 
в» ([., |) 109), то р, (5. 5.) Зв, где 5.= (|, а 0). 


Задача получения приближенного решения уравне- 
ния 265=$, устойчивого к малым изменениям правой 
части, в методе регуляризации А. Н. Тихонова сводится, 
во-первых, к нахождению регуляризирующих операто- 
ров и, во-вторых, к определению параметра регуляри- 
зации а по дополнительной информации о задаче. 

Главной особенностью метода регуляризации 
А, Н. Тихонова, отличающей его от других общих ме- 
тодов решения некорректно поставленных задач [59, 60, 
62], является его применимость в ситуации, когда класс 
5 возможных решений уравнения 265=! не является 
компактом. Эта ситуация как раз характерна для задач 
восстановления сигналов, в которых обратный оператор 
основного интегрального уравнения заведомо не являет- 
ся непрерывным. А 

Способ построения регуляризирующих операторов 
в методе А. Н. Тихонова основан на вариационном прин- 
ципе и состоит в следующем [66]. Пусть 9 [$] — неко- 
торый неотрицательный функционал, определенный на 
подмножестве $! множества 5 и такой, что для всякого 
числа с>0 множество $1. элементов $ из $1, для кото- 
рых ©[5]<с, является компактом на $1. Функционалы 
©[5], обладающие такими свойствами, называются ста- 
билизирующими функционалами. Вполне понятно, что 
выбор функционала [5] неоднозначен. 
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Пусть далее известно, что 5.5, и уклонение пра- 
вой части {, от точного значения |, не превосходит ү, 
т. е. р(25, |) <ү. Тогда приближенное решение естест- 
венно искать в классе $, элементов $, для которых 
вв (265, [)<1. Но класс $, возможных решений слишком 
широкий. Его надо сузить, используя какой-то принцип 
отбора возможных решений, обеспечивающий получение 
в качестве приближенного решения такого элемента 
(или элементов) из 5, который непрерывно зависел бы 
от ү. В качестве такого принципа и берется вариацион- 
ный принцип. 

С целью сужения класса возможных решений рас- 
сматриваются только такие элементы множества $ „ на 
которых определен заданный функционал © [$], т. е. рас- 
сматриваются лишь элементы, принадлежащие множеству 
$, =5, [| $,. Среди элементов этого множества находят 
такой (такие), который минимизирует функционал ©[5]. 
Нахождение такого элемента — задача на условный 
экстремум. Решение ее методом неопределенных мно- 
жителей Лагранжа сводится к поиску минимума функ- 
ционала 


МА, = (8, 1)--а0 5, 21) 


где числовой параметр а определяется из условия 
ре (25,, Р) = ү, в котором 5, — элемент, на котором 
функционал (2.1) достигает минимума. 

Элемент 5, можно рассматривать как результат при- 
менения к правой части а исходного уравнения некото- 
рого оператора „Я, зависящего от параметра а, т. е. 
$„=. ([, а). Доказано [1], что оператор Ӯ (|, а) яв- 
ляется регуляризирующим и, следовательно, в качестве 
приближенного решения уравнения 5 — | с правой ча- 
стью {={ можно взять элемент 5, =. (Ї,, а). 

Таким образом, в качестве приближенного решения 
исходной задачи берется решение другой задачи (за- 
дачи на минимум функционала М, [/, $]), близкой к ис- 
ходНой при малых значениях погрешности задания правой 
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части Ре В то время как исходная задача не обладает 
УСТОЙЧИВОСТЬЮ К малым изменениям. „входных данных“ |, 
задача минимизации. функционала М, [/, $] обладает этим 


свойством. Устойчивость достигнута сужением класса 
возможных решений с помощью введения в рассмотре- 
ние функционала ©[5], играющего стабилизирующую 
роль. Поэтому функционалы ©[5] называют стабилиза- 
торами задачи. 

В случае, когда $ — множество функций 5(Е), не- 
прерывных на конечном отрезке [а, 6], а Р, — множест- 
во функций, имеющих обобщенные производные до р-го 
порядка и интегрируемых с квадратом, в качестве ста- 
билизатора можно взять 


еы- |+, © (Ф) (2.2) 


а п20 


где 4» (5) — заданные неотрицательные функции. 

Функцисналы вида (2.2) называются стабилизато- 
рами р-го порядка. Функционалы этого вида по сущест- 
ву характеризуют «гладкость» функции 5. Следователь- 
но, используя их при поиске минимума выражения (2.1), 
мы стремимся выбрать из множества функций $, удо- 
влетворяющих условию р»(265,[,) <Зу, некоторую «са- 
мую гладкую» функцию $5, (во всяком случае более 
тладкую, чем решение без регуляризации). Различным 
критериям гладкости, позволяющим сравнивать функ- 
ции $ рассматриваемого множества, отвечают различ- 
ные функционалы (2.2), образуемые при различных р. 
Степень «сглаживания» решения регулируется парамет- 
ром а. 

Перейдем теперь к применению метода регуляри- 
зации для решения основного интегрального уравнения 
вида (1.14): 


іле 950) 4—1); с<х-<а, 
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полагая, что восстанавливаемый сигнал непрерывен на 
[а, 5], а (х) ес, 4]. Воспользуемся для простоты 
выкладок стабилизатором 1-го порядка 


А 


Ы =} [69.0 (2) |а 


Тогда регуляризованное решение 5(&) должно миними- 
зировать функционал 


аг 1 
м. [1 я [уне 590-109} а + 


+а { [07046 (. 4) | ав. (2.3) 


Условием минимума функционала (2.3) является равен- 
ство нулю его первой вариации (уравнение Эйлера): 


Чочиев + 


ь | 
+76, 050-60), 90| =0. 


(2.4) 


Здесь и(&) — произвольная вариация функции $(&), 
такая, что сумма 5(&) + и(&) принадлежит классу допу- 
стимых функций, а функции #(& 2) и 5(&) определя- 
ются выражениями 

а 
Ве 0=(һ6 А6, дас; 


ё 


а 
#0 = |26, 919 &. 


с 
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Условие (2.4) выполняется, если 


(а [4 ЕЗЕТ 95040 


и (2.5) 


а 


0. 


. (2.6) 


р 
а 


Так, если известны значения искомого решения 5(=) 
уравнения (1.14) на обоих концах отрезка [а, 6], то до- 
пустимыми функциями при нахождении минимума функ- 
ционала (2.3) можно брать лишь такие 5(Е) из мно- 
жества функций, интегрируемых с квадратом и имею- 
щих обобщенную первую производную, которые 
принимают.заданные значения в точках 2 и 6. В этом 
случае функции и(Е) должны обращаться в нуль при 
—& и Е=Ь и условие (2.6) будет выполнено. 

Таким образом, задача определения регуляризован- 
ного решения $, (Е) в рассматриваемом случае сво- 
дится к нахождению решения интегродифференциально- 
го уравнения (2.5) с краевыми условиями 5(а) ==, 
5(6) =, где 51 и 5 — известные числа. Если значения 
искомого решения 5 (&) на концах отрезка неизвестны, 
тогда условию (2.6) можко удовлетворить, полагая 
5'(а)=5”(6)=0. Возможны и другие краевые условия, 
которым удовлетворяет решение уравнения (2.5). 

Если при решении уравнения (1.14) пользоваться 
стабилизаторами р-го порядка, то уравнение Эйлера 
для функционала будет иметь вид 6] 


«уу [ее з (яе 02092 09. 
п=0 а 
ол 


Уравнения вила (9.5) и (2.7) с заданными краевы- 
ми условиями решаются численно на ЭВМ. При числен- 
ном решении эти уравнения заменяются их конечно-раз- 
ностной аппроксимацией на заданной сетке. Если брать 
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равномерную сетку с шагом Лё, то уравнение (2.5), на- 
пример, заменяется системой конечно-разностных урав- 
нений вида 


“ 
ар 0а Ан Ч, 9.) 5 


м 
би} | ху па: КЕ 9 М-1. 
т=0 


(2.8) 


Здесь 4, „==9, 6): 9%, ==4 6); 5,==5 (©); == (6), при- 


чем {== КАЕ |а; == 6; №, „— коэффициенты квадратур- 
ной формулы, с помощью которой интеграл в уравнении 
(2.5) заменяется интегральной суммой (обычно это про- 
сто отсчеты функции й (Е, #) в опорных точках, взятые 
с весами, зависящими от вида используемой квадратур- 
ной формулы). 

При использовании матричной формы записи урав- 
нений (см. $ 1.5) регуляризованное решение удается 
получить в явном виде. Если в качестве квадратурной 
формулы для интеграла в основном уравнении (1.14) 
применяется правило трапеций, а производная 45/48 
аппроксимируется с помощью первой конечной разно- 
сти по формуле 45/4645 (8) | ЛЕ== [5 (ыы) —5 (Ен) ]/АЕ 
и используются стабилизаторы 1-го порядка (р=1) с по- 
стоянными коэффициентами 40(Е)==9%==сопзЬ, 4(&)= 
==41=сопзі, то функционал (2.3) можно записать в сле- 
дующем виде: 


М, Э=Ах(Нз— #7 (Не — 0) 257 (.р* АЕ 
49,48) 5, (2.9) 


где Ги ѕ — векторы, полученные дискретизацией наблю- 
даемой функции (х) и восстанавливаемого сигнала 
5(Е) на сетках с шагом Лх и ЛЕ соответственно; Н — 
матрица отсчетов йи» весовой функции / (х, Е) в опор- 
ных точках (для уравнения типа свертки Н — теплицева 
матрица); 1— единичная матрица; Ю?, — ленточная 
квадратная матрица, элементы которой определяются 
так, что квадратичная форма 57 0%5/ЛЕ является конеч- 
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но-разностным аналогом интеграла от квадрата первой 
производной 45/48. Так как А15(Е)=85 (6.1) —5(,), то 
матрица 02, может быть представлена в виде произве- 
дения Ю%==0:0"%, где матрица Ю, представляет опера- 
тор вычисления первой конечной разности. Иначе го- 
воря, 


А бо 
Е 00 0.0... 
о тор . | 
сам о. 
ою 01 1. 
г ооо 7 
Щ 2 оо 
баг я @ = 
0 0 = э-. 
0 бо 


Для того чтобы найти вектор 5.» минимизирующий 


функционал (2.9), вычислим градиент этого функциона- 
ла по $, пользуясь следующими формулами векторного 
дифференцирования [45]: 


ТА 2Ах; 2 (ВоВ! 
= (х7) 2х (2.10) 


и приравняем градиент нулю. Полагая для простоты 
Ах=ЛЕ=1, получаем уравнение 


2(Н5—1) Н7--2а (4:02 +401) =0, 


из которого находим регуляризованное решение в явном 
виде: 


во |Н'Н а (0, Над)" (2.11) 


96 2. Регуляризация решения при восстановлении сигналов 


Это решение отвечает случаю применения тихонов- 
ских стабилизаторов 1-го порядка. В более общем слу- 
чае регуляризованное решение уравнения (1.113) Нѕ+- 
У= где у — вектор шума, можно найти, исходя из 
следующих соображений. Будем оценивать степень глад- 
кости решения произвольной квадратичной формой 
$705, где © — некоторая квадратная матрица, такая, 
что, чем меньше величина 57095, тем более гладкой 
является функция < (2), совокупность отсчетов которой 
составляет вектор решения $. Из всего множества ре- 
шений уравнения (1.113) будем выбирать наиболее 
тладкое решение, оставляя при этом ограниченной ве- 
личину УТу, характеризующую дисперсию шума. Это 
типичная вариационная задача с ограничением: найти 
минимум функционала М:=5705 при ограничении М.= 
—УТу—сопз. Решив эту задачу методом Лагранжа, 
найдем минимум функционала М=М,--АМь, где А — 
множитель Лагранжа, Составив выражение для гради- 
ента М, используй формулы дифференцирования (2.10) 
и учитывая, что согласно (1.113) у=Нѕ—#, получим 
уравнение 

209$—2^ (#—Нѕ) Н: 
решение которого будет 

$. = (Н?Н 4-а)" НТ, (2.12) 


где а=1/^. 

Такое решение иногда называют решением по мето- 
ду обусловленных наименьших квадратов [68]. Вполне 
понятно, что различным матрицам © отвечают различ- 
ные стабилизаторы соответствующей непрерывной зада- 
чи. Например, при 9=4:02- 401 из (2.12) получаем ре- 
шение (2.11) с тихоновскими стабилизаторами 1-го 
порядка. Другим примером может служить метод Фил- 
липса [61, 69], в котором критерием гладкости решения 
является норма второй производной функцни $(&), т. е. 
стабилизатором служит функционал 


Я] = (=) 4, 


получаемый из (2.2) при р=2, 4(Е)=91 (Е) =0, 42(Е)=1. 
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Матрица 0, соответствующая этому функционалу, мо- 
жет быть выражена в виде произведения 9—050Т,, где 
матрица О» представляет собой оператор вычисления 
второй конечной разности по формуле Л? (Е) =5(Е,1)— 
28 (Е,) +5 (Е, 1). Таким образом, 


РЯ 40 @ 0. 10 

2 го оо 
1-2 1 оо , 
0 п го " 
ОША 

Г —2 1 0 © „т 
— 5 —4 1 о. 
1 “ 6 4 т 
0 1—4 64. 
0 0 1—4 6 - 


Аналогично можно показать, что если в качестве стаби- 
лизатора взять норму третьей производной, то матрица 
—0з0т; имеет вид [69] 


1 = 95 о бо 
2 0—12 6 ~ о оо 
о] 3—2 95 в оо. 
|1 6-6 20-6 6 09 
о 1 6 —15 20 —15 6 = . 


Из (2.12) легко видеть, как влияет параметр а на 
решение. При а=0 получаем оценку вектора восстанов- 
ленного сигнала по методу наименьших квадратов 
(1.93), которая для квадратной матрицы Н совпадает 
с оценкой (1.88) по методу инверсной фильтрации: ѕо= 
=Н-Ч. Но такое решение, как было показано в $ 1.5, 
неустойчиво к малым изменениям вектора Ё. При уве- 
личении о второй член в квадратных скобках правой 
части (2.12) начинает сглаживать решение $0, делая его 


185 
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устойчивым к ошибкам наблюдаемой функции. Однако 
при больших значениях а решение может оказаться 
слишком сглаженным. При а=оо, например, мы полу- 
чим решение в виде функции, тождественно равной 
нулю. 

В целом выбор величины а зависит от формы сиг- 
нала, подлежащего восстановлению, и от уровня шума 
в наблюдаемой функции. Известны различные способы 
определения параметра регуляризации о. Все они зави- 
сят от той информации, которая имеєтся относительно 
приближенных исходных данных. Во многих случаях из- 
вестно число ү, характеризующее неточность исходных 
данных, и задача состоит в том, чтобы найти отвечаю- 
щее ему значение а из множества допустимых значе- 
ний, т. е. таких, для которых оператор (7, а(ү)) 
является регуляризирующим. Тогда параметр регуляриза- 
ции можно определять по «невязке», т. е. из соотноше- 
ния рр (205, Г.) =ү. Часто это делается методом проб 


и ошибок. В зависимости от дополнительной априорной 
информации, которая имсется относительно правой ча- 
сти исходного уравнения, возможны и другие способы 
выбора параметра а. Например, если мы знаем прибли- 
женное значение е функционала 9[$], характеризующе- 
го степень гладкости восстанавливаемого сигнала или 
меру его ограниченности (формула (2.2) при р=0), то 
хорошей оценкой а служит величина, обратная е [2]. 
Эффективность того или иного способа определения ве- 
личины а обычно устанавливается с помощью вычисли- 
тельного эксперимента. 

'Метод регуляризации А. Н. Тихонова хорошо заре- 
комендовал себя при решекии самых разных некоррект- 
ных задач, в том числе и задач восстановления сиг- 
налов. 


На рис. 2.1 показан пример применения этого метода при вос- 
становлении импульсного сигнала прямоугольной формы с исполь- 
зованием тихоновских стабилизаторов 1-го порядка [67]. Модели. 
ровалось прохождение входного сигнала в виде прямоугольного 
импульса единичной амплитуды через линейную систему с весовой 
функцией №(х, Е) = (2—5) /7(х—Е)]°. Дискретизация функций 
производилась на сетке с шагом Ах. 1. Помеха вводилась 
квантованием отсчетов наблюдаемой функции /(х) на 32 уровня 
с шумом, имеющим равномерное распределение. Как видно из 
рис. 2.1,а восстановленный сигнал 5, (х) при 0=0, т. е. без регуля- 


2.1. Метод регуляризации А. Н. Тихонова 


Рис. 2.1. Пример восстанов- 
ления импульсного сигнала 
прямоугольной формы мето- 
дом регуляризации А. Н. Ти- 
хонова при различных @ [67]: 
входной сигнал 5(х). наблю- 
даемая функция /(%), вос- 
становленный снгнал зи (х) 


7* 


Е 


20| 
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ризации, вследствие неустойчивости задачи не имеет ничего общего 
С истинным входным сигналом, хотя значение а—0 теоретически 
должно соответствовать точному восстановлению, Приближенные ре- 
шения 5» (х), полученные по формуле (2.9) при а—10-8 и 0103. 
близки по форме к истинному сигналу, несмотря на т0, что на неко- 
торых участках оси абсцисс Оки имеют всплески (боковые лепестки), 
фактически не содержащиеся во входном сигнале. В этом примере 
выявилась слабая зависимость точности приближения регуляризо- 
ванных решений к истинному сигналу от параметра а, когда ве. 
личина а изменялась от 10-2 до 10-°. 


В заключение подчеркнем, что метод регуляризации 
А. Н. Тихонова требует минимум априорной информа- 
ции о задаче. Практически используется лишь инфор- 
мация о характере гладкости решения и о том, что вос- 
станавливаемый сигнал задан на отрезке [а, 5]. До- 
полнителькая информация, если она имеется, исполь- 
зуется для определения конкретного значения парамет- 
ров регуляризации. 


2.2. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ 


При использовании метода регуляризации А. Н. Ти- 
хонова в общем случае требуется решать сложное ин- 
тегродифференциальное уравнение вида (2.7). Этого 
можно избежать в задаче восстановления сигналов, 
искаженных однородной линейной системой. В такой 
задаче исходное уравнение приводится к уравнению ти- 
па свертки (1.17) 


Таа 9 аго —0<х< оо, 


которое решается с помощью преобразования Фурье по 
формуле (1.27): 
1 фек) 
$ (8 = 179 ехр (йо) йо, 


— 


Как было показано в $ 1.6, для того, чтобы это ре- 
шение обладало свойством устойчивости, подынтеграль- 
ное выражение формулы (1.27) следует умножить на 
некоторую функцию К (6), достаточно быстро убываю- 
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щую при увеличении о, такую, чтобы интеграл в правой 
части (1.27) не расходился при || -—»©о. Естест- 
венно определить эту функцию согласно $ 2.1 так, что- 
бы она зависела от параметра а и записать ее в виде 
К(о, а). Решение 3,(), полученное по формуле (1.27) 
после умножения подынтегрального выражения на 
К(о, а), можно рассматривать как результат примене- 
ния к правой части уравнения (1.17) некоторого опера- 
тора Я (р, а): 


о 


9. (, = { Р) К (о, в) ехр (5) йо. 


я) 


— 


Этот оператор является регуляризирующим, если 
действительная функция К(®, а) удовлетворяет сле- 
дующим условиям [70]: 5 

1) К(о, а) определена в области —оо<о< оо, 0220; 

2) для всех значений а2>0 и о имеем 0=К (®, а) <1, 
К(о, 0) =1; 

3) для всякого а>0 К (©, а) — четная функция поо, 
принадлежащая /2(— 0, оо); 

) для всякого а>0 К(о, а)0 при [®|-=09; 

5) при «0 К(о, а) не убывая стремится к еди- 
нице; 

6) для всякого а>0 К(о, а) /Н (в) [2(—оо, оо); 

7) для всякого 090 К(о, а)—0 при а--оо. 

Функция К(о, а), удовлетворяющая этим условиям, 
называется стабилизирующим множителем. 

Существуют различные семейства регуляризирую- 
щих операторов (р, а), отвечающие различным типам 
стабилизирующих множителей К(о, а). Цель рассмо- 
трения различных семейств операторов — для каждого 
конкретного класса задач выбрать наилучший оператор, 
например такой, который минимизирует уклонение регу- 
ляризованного решения от точного или который наибо- 
лее соответствует физическому смыслу задачи и удоб- 
нее при машинной реализации. 

Как следует из общих соображений о мерах борьбы 
с помехами, изложенных в 6 1.6, при выборе стабилизи- 
рующих множителей в задачах восстановления сигналов 
желательно обеспечить такое «сгибание» инверсной пе- 
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редаточной функции 1/Н(®), соответствующей точному 
решению (1.17), при котором передаточная функция 
восстанавливающего фильтра Н* (о)==К(о, а)|Н(®) 
стремится к нулю при приближении |®| к граничной 


частоте « (см. рис. 1.4,6). Этому отвечает стабилизи- 
рующий множитель вида 


=. ІН (о) |> 

КӨ 9) тыр, 219 
которому соответствует следующая передаточ"ая функ- 
ция восстанавливающего фильтра: 


А Н* (о) 

В. (8) тя 6 219 
Здесь |Н() |=Н (о) Н* (о) — спектральная плотность 
мощности весовой функции системы А (х) (Н (о) — 
комплексно - сопряженная величина по отношению 
к Н(о)), а (о) — заданная неотрицательная четная 
функция, кусочно-непрерывная на любом конечном от- 
резке оси частот, причем 

а) © (®)>0 при 090 и 0(0)>0; 

б) при достаточно больших [ө] © (®)>С>0; 

в) для всякого а>0 передаточная функция восста- 
навливающего фильтра (2.14) принадлежит [2 (— оо, с^). 

Можно показать, что регуляризованное решение, 
определяемое по формуле 


© 
1 Н* (в) 


„= НОЕ Е ©) ехр (о) о, (2.15) 
— 


минимизирует выражение 

М, [№ = В СЕЕ 
со У ооа 

96] = | к-за, (2.16) 


где 4(х) — фурье-образ функции О (6). 
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Используя равенство Планшереля и теорему о сверт- 
ке, этот функционал можно представить в виде 


ор [96 6) 4), ет 


— 


где А, (0)=|$ (о) |2 — спектральная плотность мощно- 
сти восстанавливаемого сигнала 5(&). Полагая 


ва"? 4-а" 4...9 


где да — заданные неотрицательные константы и 9р2 0, 
по формуле (2.17), используя (1.79), можно определить 
стабилизаторы р-го порядка; аналогичные стабилиза- 
торам (2.2) с постоянными коэффициентами. 

Часто удобно пользоваться простейшими стабилиза- 
торами, которые получим, полагая © (0) ==, где г — 
произвольное положительное число, Если г — нецелое 
число, то стабилизатор (2.16) будет содержать функ- 
цию, которую, согласно (1.79), можно рассматривать 
как производную «нецелого порядка». В дальнейшем 
будем рассматривать только простейшие стабилизаторы 
с целыми г. 

После выбора (о) значение параметра регуляри- 
зации а можно находить по «невязке». Если уклонение 
правой части [(х) оценивать в метрике [» то квадрат 
расстояния между функциями ѓ, и ѓ (невязка) будет 
вычисляться по формуле 


р, (05,, Р == (пиз, –п"ах= 
= (1195,9 — Ре) Рао 


— 


Ф(а). (2.18) 


Для обоснования способа нахождения а по «невязке» 

достаточно доказать монотонность возрастания функции 

Ф(о) с ростом а, учитывая равенство іп рр (05.  =0, 
е 
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Так как 


у не) 
5, © — тает 90а Р)» 


то 


0()= 31 | ЕО Рф) ао 


ТА <) 2 + «0 (а) 


а (еы 20° (а) В} (а) т 


ГГУ. 9009) 


где А, (о) =|Р (5) |2 — спектральная плотность мощности 
наблюдаемой функции (х). Очевидно, что Ф(0)—0 и 


< ( ЕТИ 


Кроме того, Ф(а) стремится к {(х)| при ао и 


а т ян ® РЕ (о) 
+ (риал зоа —42>0. 


Это доказывает, что невязка (2.18) регуляризованного 
решения — строго возрастающая функция переменного а, 
изменяющаяся от 0 до [1 (х) |?. Следовательно, мы мо- 
жем находить число о(ү) из условия рр (5„, Г) =, 


так как существует единственное число а, для которого 


Ф(а)=ү?. При этом должно выполняться условие 
12117 (х) 1?. В противном случае уравнение Ф (0) =? не 
имеет решения. 

На практике приближенное значение а часто нахо- 
дят следующим образом [1]. Задается последователь- 
ность чисел 0,==0,2° (00220; 0<2<1; к— целые поло- 
жительные числа). Для каждого а, вычисляют регуля- 


ризованное решение 800 


и по нему определяют невязку 
Ф(,). В результате получают неубывающую последо- 


2.2. Регуляризация решения уравнения типа свертки 105 


вательность чисел {Ф.(од)). Из этих чисел выбирают 
ближайшее к числу \?— квадратической ошибке зада- 
ния правой части о. Пусть это будет Ф(ам). Тогда 
в качестве а берут ам. 

Следует отметить, что Ф(а) зависит от выбора 
функции 0 (о). Если пользоваться простейшими стаби- 
лизаторами О (о) =0“, то можно заметить, что с уве- 


личением порядка регуляризации 2г величина а убывает. 
В работе Іі получены асимптотические оценки уклоне- 
ния регуляризованного решения $, (6) от точного 5 (Ф) 
при с--0 для различных типов весовых функций сверт- 
ки, встречающихся в задачах восстановления сигналов. 
Указанные оценки позволяют найти значение а, близкое 
к оптимальному значению ао, т. с. к такому, которое 
в классе регуляризованных решений, отвечающих задан- 
ному множителю К (о, а), минимизирует величину 


Е [5,0—5 (01, 


где Е — знак математического ожидания. Вместе с тем 
опыт исследования задач восстановления сигналов по- 
казывает, что не очень значительные отклонения а от 
оптимального значения не приводят к существенным 
ошибкам в решении. Это подтверждается и данными 
примера, приведенного в $ 2.1, где величина а изменя- 
лась от 10-2 до 10-8 без существенной потери точности 
регуляризованных решений. На практике для определе- 
ния а часто берут лишь несколько пробных значений 
параметра регуляризации, больших и меньших 10-3, 
оценивая теми или иными способами (иногда даже эври- 
стическими) близость восстановленного сигнала к истин- 
ному. 

Рассмотрим теперь случай, когда при решении урав- 
нения типа свертки в задачах восстановления сигналов 
имеется дополнительная априорная информация о неко- 
торых статистических характеристиках сигнала и поме- 
хи, и попробуем определить вид стабилизирующего мно- 
жителя К(@, а) в этом случае. 

Пусть 5т(5) — точное решение уравнения (1.17) 
с правой частью |[»(&). Полагаем, что Р(х) = (х) + 
+о(х), где о(х) — случайная помеха (шум). Таким 
образом, считаем, что (х) есть реализация случайного 


С 


5 
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процесса и, следовательно, приближенные решения 
$(5)=Я( являются также реализациями случайной 
функции. Будем также считать, что функции 5:(х) и 
о(х) являются реализациями стационарных, некорре- 
лированных между собой случайных процессов, а инфор- 
мация о характеристиках этих ‘процессов представлена 
в виде их спектральных плотностей, которые будем обо- 
значать Аз (®) и К. (о) соответственно. 

Среди операторов (|) будем искать такой, который 
минимизирует величину Е [$5, (0 — <, (0) ]°. Очевидно, что 


0-60 [нок 9-50 


— 


Хехр (в) = 4 {1 У ко, ә) 


о 


5.09 ры [К 6—18, 


— 


+ о р и} ехр (й) аю, (2.19) 


где Р(о), Ет(®), 5.(0), У(®) — спектры Фурье реали- 
заций #(х), {+(х), 5=(х), о(х) соответственно, причем 
Ел (6) =Н (о), (ә). Заметим, что К(@, а) — действи- 
тельная четная функция, а другие функции в (2.19) — 
комплексные. Поэтому 


В[5, 9—5 Е [5 ке, 915.6) 


АВ 6 кр) «(> ке. 9-1х 


хае АЕРУ 6) йо) в) 1+ 
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= аз | К®, 9— ШК, а) —1Е{5,6)5°. 6} Х 


РМ СА 
Хер о НХ 


>> 


ХУ) У} ехр [о «деда -- 


= (Ко, 9 ПВ и Хх 


Жехр И (0 —)] обо 4-5 И Кб, 9 —1Х 


Беи ао Е (5°, ©) У (9) ехр [і (о — «доб. 
(2.20) 


Так как предполагалась некоррелированность процессов 
5.(х) и о(х), т.е. Е($, (в) 7% (0) 85%. (0) И(о)}0, 
то два последних интеграла в (2.20) равны нулю. Кро- 
ме того, для стационарных случайных процессов [71] 


(5, (6) 5* (0) 2л, (о) ё (0—0); 
Е(И (0) У* (07) 2л, (о) 8 (в—в). (2.21) 
Спектральные плотности мощности А.(о) и Ю,(®) явля- 


ются фурье-образами соответствующих корреляционных 
функций 


те) =Е[5* (хт) в (х) 1; г (т) = [о (хт) о (х) ]- 
Теперь, учитывая (2.21), представим (2.20) в виде 


Е[5, 0—5, Ө? ке в) — ПК, 9) 


в. х 


860—9 ехр ао) д, (2.22) 
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Интегрируя в последнем двойном интеграле по пе- 
ременной о” и пользуясь фильтрующим свойством 
б-функции, получаем 


9818,0) — 6.00 те (К, 9—1". 
ера, а 


Из условия экстремальности функционала (2.23) 
на функциях К (©, а) 


2000, а) — Пе 0, 


обеспечивающего минимум этого функционала (так как 
вторая производная положительна), находим, что его 
минимум достигается на функции 


Ао) 12 


К ЛЕО. 


(2.24) 

Сравнивая (2.24) с (2.13), видим, что стабилизи- 
рующий множитель Ко (в, а), минимизирующий среднее 
. квадратическое уклонение восстановленного сигнала от 
истинного, не зависит от параметра регуляризации о, 
а роль стабилизатора (о) в (2.24) играет функция 

+ (в) /Кь (©). 

Передаточная функция восстанавливающего филь- 

тра, аналогичная (2.14), имеет вид 


6 Н*(®) 
ПА) В, (9), (9) > 


а востановленный сигнал, получаемый на выходе этого 
Фильтра, представляется формулой 


Н, (а) = (2.25) 


а 
П Н (а) 
50е [ЕЕК РӨ) © вы 


(2.26) 
аналогичной (2.15). 
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Формула (2.25) определяет передаточную функцию 
так называемого оптимального фильтра Винера для на- 
хождения сигнала по его отклику Ё(х) =. (х) +о(х). 

Эту формулу можно также вывести с помощью об- 


щих методов оптимальной линейной фильтрации сиг- 
налов. 


23. ОПТИМАЛЬНАЯ ЛИНЕЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 


Задача оптимальной линейной фильтрации сигналов 
в классической постановке формулируется следующим 
образом. Наблюдается реализация случайной функции 
Кх), которая была получена в результате применения 
некоторого оператора 9 к случайному входному сигналу 
5(х). Предполагается, что оператор 5? учитывает и воз- 
действие шума. Статистические характеристики наблю- 
даемой функции и входного сигнала считаются извест- 
ными. Требуется найти весовую функцию № (ха, х) ли- 
нейного фильтра, предназначенного для такой 
обработки функции (х), в результате которой на вы- 
ходе фильтра формируется функция 2(х), имеющая 
наименьшее уклонение (в той или иной вероятностной 
метрике) от некоторой желаемой функции &(х). Функ- 
ция &(х) обычно считается образом сигнала 5(х), по- 
лучаемым из =(х) с помощью идеального оператора и 
(рис. 2.9). 

Если статистические характеристики рассматривае- 
мых случайных процессов представлены в виде корре- 
ляционных и взаимокорреляционных функций (для га- 
уссовых процессов такое описание исчерпывающее), 
а уклонение функций 2(х) и 2 (х) оценивается средним 
квадратом ошибки, то сформулированная задача сво- 
дится к оптимальной фильтрации. Запишем функционал 
среднего квадрата ошибки для точки х: 


о Е [8 0) РВ — 2Е Е 02) 56+ 
ТЕ ЕР. (2.27) 


Полагая, что сигналы — вещественные функции, за- 
данные на всей оси, и используя общие правила вы- 
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ЛЕМІ о А 

2200 Таа а) неты Выхор 
5 сигнила ГА 
& 4) 


Идеальная 
ситем |-—— 


Я 


Рис. 2.2. Общая схема оптимальной линейной фильтрации. 


числения математических ожиданий случайных процес- 
сов, с учетом формулы связи входа и выхода фильтра 


= ть, (х, шуре) аи (2.28) 


из (2.27) получим 


2 


= (0) г; (и, ЭВ, (х, ЭВ, (х, и) аи — 


—2 ў Р. (х, и) гу, (и, х) иг, (х, х), (2.29) 


гле г; и г. — корреляционные функции процессов ѓи & 
соответственно; Г; — взаимокорреляционная функция 
этих процессов: 


пу (и, 5) =) КЕ]; ге(х, х) =Е[е(х) Е (х)]; 
гии, х) =Е[Ки) в (х)]. 


Если составить выражение для градиента функцио- 
нала (2.29) и приравнять его нулю, то окажется, что 
минимум этого функционала при варьировании А, (х, и) 
определяется решениями уравкения [72] 


7 (и, ЭВ, (х, 8) а= (и, х). (2.30) 
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Уравнение (2.30), выражающее условие оптималь- 
ности (минимум средней квадратической ошибки), на- 
зывается уравнением Винера — Хопфа. В справедливо- 
сти достижения этого условия можно убедиться непо- 
средственным вычислением, подставив (2.30) обратно 
в (2.29). 

Предположим, что оператор 4 дает однородное 
отображение функций (является оператором, инвариант- 
ным относительно сдвига), а случайные процессы | и 
Е — стационарные процессы. Тогда результат оптималь- 
ного взвешивания наблюдаемой функции линейным 
фильтром А. (х, Е) должен зависеть только от одной пе- 
ременной, т. е. оптимальным является фильтр с посто- 
янными параметрами, весовая функция которого имеет 
вид №ь(х—@). Поэтому условие (2.30) для стационар- 
ных процессов принимает форму 


© 


фи (и — 9 №, (к 8) а (и— ә). (2.31) 


5 


Заменяя переменные по формулам т==х—и, 1==Е—и и 
учитывая свойства корреляционных функций г;(1)= 
== (1), Где (— 1) == (т), получаем 

о 

[0 61) атг, (9. (2.32) 


7 


Из выражения (2.32) с помощью преобразования 
Фурье легко находится передаточная функция оптималь- 
ного фильтра 


На (о) = (о) [В (о), (2.33) 


где №еу(о) — взаимная спектральная плотность мощно- 
сти процессов & и }; № (о) — спектральная плотность 
мощности процесса {. 

В задаче восстановления сигналов в качестве же- 
лаемой функции &(х) выступает точное значение вход- 
ного сигнала 5т(х) (идеальной системой здесь служит 
просто повторитель сигнала с ё-образной весовой функ- 
цией). На выходе фильтра должна быть получена оцен- 
ка сигнала $(х). Таким образом, & (х)==5=(х), &(х)= 


—$(х). 
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52) Система — Линейный ёй) 
привм спгнала Фильтр и 
е) СД 


а 
ала) 
ка) Тиштен рр) у т) [ететт 4а) 
приста сионали 
Е в) ССА Виго? 
+ 
Повторитель 50) 
58) а 
5 шийка 
Д 
Вх0й 
еле А ты 
ЕРЕ) СЩ 


повторитель. 
А 


Ошабка 


Рие. 2.3. Схемы восстановления сигналов методом оптимальной фильтрации: 
а при аддитивнои шуме; б — мультипликативной помехе; в — аддитивном 
шуме, мультипликатнвной ‘помехе и случайной передаточной функции 


Схемы восстановления сигнала при оптимальной 
фильтрации для различных вариантов смеси сигнала и 
шума показаны на рис. 2.3. 

Обычно предполагается наличие аддитивного ста- 
ционарного шума о(х) на входе восстанавливающего 
фильтра (рис. 2.3,а). Считается также, что сигнал и 


2.3. Оптимальная линейная фильтрация 13 


шум статистически независимы. В этом случае на вход 
фильтра поступает функция 


Ко [1—9 09 44-00). (2.34) 
— 
Вычисляя для этого случая корреляционные функции, 
входящие в уравнение (2.32), получаем [73] 


поверг Плеер —5х 


Жк — 1) 5. (0 =, (9) в А == 


ло: Энен дама, 
(2.35а) 
ањ Е 9 = 
= (6-5 а, (2.356) 


где гз — корреляционная функция входного сигнала 
51(х). 

Применяя преобразование Фурье к вычисленным 
корреляционным функциям, находим 


К (о) =1Н (6) [28+ (6) + (в), (2.3ба) 

Ка (о) = (о) =. (ә) Н* (о), (2.366) 
где А.(о) и ,(о) — спектральные плотности мощности 
входного сигнала и шума соответственно. Подставляя 
(2.36а) и (2.366) в (2.33), получаем передаточную функ- 
цию оптимального восстанавливающего фильтра 

= Н* (о) 

Но) =з, (Әу › (2.31) 
полностью совпадающую с (2.25). 
8—856 
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Функция Кь (0) /К, (в) в (2.37) является обратной 
к отношению сигнал/шум 4 (0). Таким образом, 


ы Н* (0) 
Н) = ГЛ. (2.88) 


Специальным вариантом оптимальной фильтрации 
является метод обобщенной линейной (гомоморфной) 
фильтрации [74, 75]. Не затрагивая деталей этого ме- 
тода, отметим, что он приводит к такой передаточной 
функции восстанавливающего фильтра, которая пред- 
ставляет собой среднее геометрическое между переда- 
точными функциями инверсного фильтра 1/Н(о) и 
фильтра Винера (2.38): 


НЫ т № 


где 0<к<1 [43]. Для симметричной функции Н (о) 
с нулевой фазовой характеристикой (Н (ө) =Н*(о)) 
при к=1/2 передаточная функция восстанавливающего 
фильтра имеет вид 


1 
Н. © = утре" 

Следует отметить, что формула передаточной функ- 
ции оптимального фильтра (2.38) определяет различные 
семейства линейных регуляризующих операторов. Қаж- 
дое такое семейство задается выбором стабилизатора 
©(ә) (см. (2.14)), удовлетворяющего перечисленным 
в $ 2.2 условиям. Поэтому можно утверждать, что среди 
всех функций О (~) существует такая функция О. (@)= 
—1 /а 4 (о), при которой однопараметрическое семейство 
регуляризующих операторов Ко(ф, а) содержит в себе 
оператор оптимальной фильтрации Винера [1]. Это 
означает, что оператор оптимальной фильтрации непре- 
рывен по | на всякой заданной точной правой части и 
устойчив к ее малым изменениям. 

Для практических задач восстановления сигналов 
здесь представляет интерес возможность заменить опе- 
ратор оптимальной фильтрации на близкий к нему, бо- 
лее простой оператор, используя для его построения 
априорную информацию, меньшую, чем информация об 
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отношении сигнал/шум. Такая возможность следует из 
того, что малым уклонениям функции © (®) от 1/4 (©) 
отвечают малые уклонения регуляризованного решения 
от оптимального [1]. 

Смысл оптимальной линейной фильтрации виден из 
рассмотрения функционала среднего квадрата ошибки, 
записанного в частотной области [14]: 


вс (6911—10) н, ФГ 


к [Вонга (2.39) 


Первый член в этом выражении представляет собой 
систематическую ошибку, обусловленную неполной ком- 
пенсацией искажающего действия системы приема сиг- 
нала, а второй — случайную ошибку, обусловленную шу- 
мом, возникающим на выходе фильтра. В тех частотных 
участках, где спектральная плотность мощности наблю- 
даемого сигнала Ю.(®) |Н (о) |? велика по сравнению со 
спектральной плотностью шума А.(®), оптимальный 
фильтр близок к инверсному: Н»ьо(6)-=1/Н (©). В тех 
же участках, где №,(о) относительно велика, оптималь- 
ный фильтр вносит дополнительное затухание. Заметим, 
что согласно (2.37) и (2.39) минимальное значение сред- 
него квадрата ошибки равно 


хо о ЯС 
ма) ПИР 179) © 20) 


— 


Таким образом, структура оптимального восстанав- 
ливающего фильтра существенно зависит от передаточ- 
ной функции системы приема Н (о). Однако во многих 
случаях Н(®) точно не известна. В этих случаях естест- 
венно предположить, что Н (о) есть функция, выбран- 
ная из некоторого множества случайных передаточных 
функций, и задать соответствующее априорное распреде- 
ление вероятностей. Фильтр, оптимальный для одного 


в* 
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элемента этого множества, будет, конечно, квазиопти- 
мальным для остальных элементов. Задача нахождения 
передаточной функции восстанавливающего фильтра, 
обеспечивающего минимум среднего квадрата ошибки, 
усредненного по множеству случайных функций Н (о), 
была решена в работе [76]. 

Вычисляя требуемые корреляционные функции ғу 
И Ге; с учетом случайного характера Н (о) и подстав- 
ляя соответствующие им спектральные плотности в фор- 
мулу (2.33), получаем 


К, (о) ВГА (4)] 
Р ЕДЕ ЫТТА. 2а) 


Формула (2.41) аналогична (2.37). Различие за- 
ключается лишь в использовании усредненных характе- 
ристик системы приема сигнала. Можно наглядно пред- 
ставить этот результат, если записать средний квадрат 
модуля передаточной функции Е[]Н (0) |2] как сумму 
квадрата среднего случайной передаточной функции 
{Е[Н (0) ] }2 и ее дисперсии 0% (о). Тогда (2.41) имеет 
вид 


7 СОДИ 
Но) — ЕТА (Өз Во Во (геу " (419) 


Выражение (2.42) можно рассматривать как пере- 
даточную функцию оптимального фильтра, построенного 
в соответствии с (2.37) для усредненной системы прие- 
ма сигнала и дополнительного аддитивного шума, имею- 
щего спектральную плотность мощности Р, (о) с2, (о). 
Это показывает, что ошибки априорного знания переда- 
точной функции Н (о) должны проявляться на выхоле 
восстанавливающего фильтра так же, как и погрешности 
измерения функции (х). 

Предположение об аддитивности шума, использован- 
ное при выводе формулы (2.37) для передаточной функ- 
ции оптимального фильтра, в конкретных задачах вос- 
становления сигналов не всегда оправдано. В частности, 
в задаче улучшения качества фотографических изобра- 
жений шум зернистости (гранулярности) фотопленки 
носит скорее мультипликативный, чем аддитивный ха- 
рактер [77]. При восстановлении акустических и радио- 


2.8. Оптимальная линейная фильтрация 117 


сигналов часто приходится учитывать случайные флюк- 
туации усиления в канале системы приема сигнала, 
которые также имеют мультипликативный характер. По- 
этому значительный интерес представляет влияние муль- 
типликативного шума на процесс восстановления сигна- 
лов с помощью оптимальной фильтрации. 

Пусть №(х) — стационарный шумовой процесс со 
средним значением т» не коррелированный с сигналом 
5"(х). Этот процесс умножается на отклик системы 
приема сигнала и на вход восстанавливающего фильтра 
поступает мультипликативная смесь сигнала и шума 
(рис. 2.3,6) 


Го) == (0) ле 900. (2.43) 


По-прежнему считая, что желаемой функцией является 
сам восстанавливаемый сигнал (#(х)=5т(х)), а процес- 
сы (х) и (х) совместно стационарны, вычисляем тре- 
буемые корреляционные функции и получаем 


ть Э=Е[® (0) (%) о (Е) 0) 1-Е (9 ®(=)] Х 


ХЕ (1, (Е) = 02—) 7 (1—8), (2.44а) 
га (5, 0) =Е [5 (0) о (0) (0]=Е[®(0]Х 
ХЕ[ 5 (х)ћ (х) = (8—0), (2.446) 


где г; — корреляционная функция процесса |; 
имокорреляционная функция процессов $, и |. 

С помощью преобразования Фурье и теоремы 
о свертке из (2.44а) и (2.446) находим 


К, (@) = К (о) Ж Ку (о) =.) Ж [А (о) |Н (о) |2], 
(2.46а) 
Ко (в) = т, (0) = т.К, (о) Н* (©), (2.456) 


где К»ь(®) и Ку(о) — спектральные плотности мощности 
процессов ® и {, соответственно; К, — взаимная спек- 


7 — вза- 
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тральная плотность мощности процессов $т и |». Со- 
гласно (2.33) передаточная функция оптимального филь- 
тра имеет вид. 
Н* (о) 
но т 900 0) 2.46) 
о ЖЕ ГА е9) 
Представим теперь корреляционную функцию г, (т) 
как сумму ковариационной функции сь(т) и квадрата 
среднего значения 72: 


г. (т) = Е (хт) о (х) [о (х7) —т,] х 
хро (х) —ть] } + 2 (ж) т. 


Тогда с помощью преобразования Фурье от г»(т) полу- 
чим 


В» (®)=Сь (в) + ть (о), 
где Си(о) — фурье-образ ковариационной функции 
Си (т). 
Теперь (2.45а) можно записать в виде 


В; (в) == Сь (®)Ж [А, (ш) [Н (0) || -- теьВь (®) Н (®) |". 
(2.47) 


Подставляя (2.456) и (2.47) в (2.33), находим 


Н, (Ита) Во (6) Пе (9) 
БА в ФГ (ӘТ и) Се ГЕ) ГА) 27" 
(2.48) 


Нетрудно видеть, что если ковариационная функция 
шума пренебрежимо мала ло сравнению с квадратом 
его среднего значения (тогда в правой части (2.47) мож- 
но учитывать только второй член суммы, а в знаменате- 
ле правой части (2.48) — первый член суммы), то Н» (0) 
пропорциональна передаточной функции инверсного 
фильтра с коэффициентом пропорциональности 1/7. 

Для выяснения физического смысла влияния кова- 
риационной функции мультипликативного шума на про- 
цесс оптимальной фильтрации будем считать систему 
приема сигнала идеальной, полагая Н(о)=1, и рас- 
смотрим два предельных случая — когда флуктуации 
шума либо очень резкие, либо очень плавные по срав- 
нению с сигналом. 


2.3. Оптинальная линейная фильтрация 19 


В первом случае слектр ковариационной функции 
С„(®) намного шире, чем В.(о), и их свертка в (2.48) 
примерно пропорциональна С„,(@): 


СВ = с 6) ўв.) а= (а, 9Р6). 


Если сигнал является чайным процессом с нулевым 
средним, то Е (оь В рассматриваемом случае 
передаточная функция восстанавливающего фильтра 
близка к передаточной функции оптимального фильтра 
(2.37) для восстановления сигнала из аддитивной смеси 
с шумом, имеющим спектральную плотность мощности, 
пропорциональную С, (ө): 


Шта) о) 
Н.) риса 


Во втором случае, когда флуктуации в (х) сущест- 
венно более плавные, чем флуктуации 5:(х), свертка 
функций Сь(®) и А.(о) приблизительно пропорциональ- 
на А.(о), т. е. 


С, (0) ЖК. (в) 0%, (0), 


и, следовательно, передаточная функция восстанавли- 
вающего фильтра приблизительно постоянна: 


Ре то 

Р. = ты, 

Обобщением приведенных выше результатов вине- 
ровской теории оптимальной фильтрации сигналов явля- 
ется решение важной для практики задачи восстановле- 
ния сигналов при наличии мультипликативной помехи, 
аддитивного шума и случайной передаточной функции 
одновременно [14]. В этой задаче 


Ро) = К Вх) ш (в) 5, (х) 4-0 (х) (2.49) 


т. е. считается, что мультипликативная помеха действу- 
ет на входе случайной системы приема сигнала, а адди- 
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тивный шум — на ее выходе (рис. 2.3,6). Предполагает- 
ся, что случайные функции #(х), %0(х), ѕ.(х) и 9(х) 
статистически независимы, а все рассматриваемые про- 
цессы стационарны. 

Вычислим корреляционные функции: 


"9-Е Длвифес-+-9=-0Х 


Хз 95,08 аа] РЕ 6 = 


© 


= | Е [009 № (0) (6—0) т фа), 
Е (2.50а) 


мө=|4е+9 Їпезе— 9—94) 
= Тете тл, 6-9. (2.506) 


При помощи преобразования Фурье из выражений 
(2.50а), (2.506) находим 


Ку (0) = Е|Н (о) [А (0) Ж В, Е В, ©), (2.51а) 
Ка (о) =Е[Н* (о) т. (5). (2.516) 


Подставляя (2.51а) и (2.516) в (2.33), получаем пере- 

даточную функцию оптимального восстанавливающего 

фильтра 
ть [Н* (6) ] К, (о) 

Н.) = ЕГО АА, ФЕВ - 052 


Характерно, что если среднее значение мультипли- 
кативной помехи равно нулю, то и Н. (о) тождественно 
равна нулю, и, следовательно, лучшей оценкой входного 
сигнала является оценка $(х)=0. Это справедливо и 
для передаточной функции (2.48), соответствующей слу- 
чаю мультипликативного шума на входе восстанавли- 
вающего фильтра. 
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В заключение отметим один из основных результа- 
тов теории оптимальной фильтрации сигналов. Линей- 
ный фильтр, весовая функция которого определяется из 
уравнения Винера — Хопфа (2.30), является наилучшим 
среди всех возможных фильтров, в том числе и нели- 
нейных, когда осуществляется фильтрация по критерию 
минимума средней квадратической ошибки гауссового 
случайного процесса из аддитивной смеси с гауссовым 
шумом [78]. Если наблюдаемую функцию нельзя счи- 
тать аддитивной смесью нормальных процессов, то ли- 
нейный винеровский фильтр может не быть абсолютно 
лучшим. 


2.4. СТАТИСТИЧЕСКАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ 


При оптимальной фильтрации априорная информа- 
ция о задаче вносится путем задания спектральных 
плотностей мощности сигнала и шума (или же их кор- 
реляционных функций). Как было показано выше, это 
приводит к замене точного решения основного инте- 
грального уравнения регуляризованным, приближенным 
решением. В более общем случае априорную информа- 
цию об искомой функции можно задать в виде некото- 
рого распределения вероятностей. 

Сформулируем задачу восстановления сигналов как 
задачу математической статистики. Будем рассматри- 
вать матричный аналог основного интегрального урав- 
пения (см. $ 1.5), в котором ошибки измерений наблю- 
даемых величин учитываются случайным вектором адди- 
тивного шума у: 


Нѕ-+у=ї, (2.53) 


где $ — вектор, составленный из отсчетов точного значе- 
ния сигнала 5(&), {— вектор, составленный из отсчетов 
наблюдаемой функции |(х), Н — матрица весовых ко- 
фициентов, составленная из отсчетов весовой функции 
о 5). Будем считать, что ѕ--Л-мерный вектор, Ги 
у—М-мерные векторы (ММ) и Н—матрица размера 
МХМ. 
Обозначим через Рь(У) априорную плотность вероят- 
ности вектора шума у. Очевидно, что компоненты век- 
тора Т являются также случайными величинами, завися= 
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щими как от отсчетов входного сигнала, так и от ком- 
понентов случайного вектора у. Плотность условной ве- 
роятности Р(#|$) вектора { при данном векторе $ с уче- 
том (2.53) равна 


Р(ѕ) =Р(-Н$). (2.54) 


Заметим, что вектор сигнала $ можно рассматривать 
либо как детерминированный, либо как случайный. 
В любом случае будем связывать с ним априорную 
плотность вероятности Ро(5), полагая, что в детермини- 
рованном случае все возможные в данной задаче сигна- 
лы равновероятны, т. е. Ро($) =сопѕі. 

С точки зрения математической статистики теперь 
задача формулируется следующим образом. Известна 
условная плотность вероятности Р(#|ѕ). Требуется найти 
решающее правило (преобразование, алгоритм), позво- 
ляющее по наблюдаемому вектору определить оптималь- 


ную оценку 5=9(#) искомого вектора $. 

Прежде чем перейти к решению этой задачи, кратко 
изложим необходимые нам основные положения теории 
статистических оценок [13, 79]. 

Критерий оптимальности в этой теории обычно свя- 
зывают с так называемой функцией потерь (иначе, 


функцией стоимости или штрафов) П(5, $). Вид ее вы- 
бирается на основе тех или иных соображений о задаче. 


Так, если значение 5 должно быть как можно ближе 
к истинному значению $, то берут такую функцию 


П(ѕ, 5), которая имеет минимум по $ вблизи точки 5. 
Как правило, полагают, что потери зависят только от 


ошибки оценки є. Тогда П($, $) является функцией 
одной переменной є. 

Типичные функции потерь показаны на рис. 2.4. 
Функция потерь, приведенная на рис. 2.4,а— просто 
квадрат ошибки П (в) ==?. Обычно ее называют квадра- 
тичной функцией потерь. Линейная функция потерь 
(рис. 2.4,6) дает абсолютное значение ошибки П\(е)= 
—=|=|. В отличие от линейной квадратичная функция 
потерь подчеркивает значимость больших ошибок. Скач- 
кообразная функция потерь (рис. 2.4,в) приписывает 
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пе) 


д 
Рис, 24. Типичные функции 
потерь: 
а— коадратичноя; 
2 = 
Пе) 1 
а 
6 — линейная; 
0 т 
пе 
21| 
А 
А 


а — скачкообразная 


2 = 
нулевые потери всем ошибкам, находящимся в интерва- 
ле (—Л/2, Л/2). Иначе говоря, ошибка величиной не бо- 
лее 4/2 эквивалентна отсутствию ошибки. Если же 
|=| больше Д/2, то ошибке приписывается постоянное 
значение потерь, равное, скажем, 1/2. 


Конкретное значение П (5, $) при з=я(0) оказыва- 
ется случайным и поэтому качество решения можно 
определить лишь некоторыми средними величинами. 


Усреднением П(з, 5) по Р( |5) получают так называе- 


124 2. Регуляризация решения при восстанбвлений сигналов 


мый условный риск р (5, $). Выбор оптимального решаю- 
щего правила, минимизирующего условный риск, можно 
произвести на основе различных подходов (байесова, 
минимаксного и др.), по-разному учитывающих априор- 
ную информацию. 

В байесовой теории считается заданным априорное 
распределение Ро(ѕ) и рассматривается средний риск 


ра {6 5)Р, (5) @8= (п ($, 89Р (5, ї)ааї, (2.55) 


где Р($, #) — плотность совместной вероятности векто- 
ровѕиЁ 

По существу средний риск — математическое ожида- 
ние функции потерь, вычисленное усреднением по слу- 
чайным векторам $ и Ё: рер=Е{П[5, #(#) 1). Оптималь- 
ное решающее правило, минимизирующее средний риск, 
называется байесовым решением, а попученная с его 
помощью оценка — байесовой оценкой. Особая роль 
байесовых оценок в математической статистике опреде- 
ляется их общностью. Например, известно, что мини- 
максное правило выбора решений является частным слу- 
чаем байесова решения, соответствующим наименее бла- 
гоприятному априорному распределению оцениваемой 
величины, для которого средний риск имеет наибольшее 
значение [78, 80]. 

Будем рассматривать оптимальные байесовы оценки 
при функциях потерь, изображенных на рис. 2.4. Для 
квадратичной функции потерь средний риск 


в = 6—9, пава. 0.50) 


Учитывая, что Р(з, ) =Ро(ЮР(з|#), где Ро(#) — апри- 
орная плотность вероятности вектора #, Р (5|#) — апо- 
стериорная плотность вероятности искомого вектора $, 
формулу (2.56) запишем в виде 


йыз | [6—39?РЄ10 5 аї. (2.57) 
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Минимум рер можно найти, минимизируя внутренний 
интеграл в (2.57): 


воть пй [ [ето] 2.59) 


= 1-5 


Будем называть оценку $, приводящую к минимуму рер, 
оценкой по минимуму средней квадратической ‘ошибки 


или просто МСК-оценкой и обозначать $ск. Для ее 


отыскания продифференцируем интеграл в (2.58) по $ 
и приравняем результат нулю. Получим 


—2 аа Ре. (2.59) 


Вторая производная положительна, равна константе и, 
следовательно, искомый экстремум является единствен- 
ным минимумом. Замечая, что второй интеграл в (2.59) 
равен единице, находим 


мск = Гар (5 [0 45. (2.60) 


Таким образом, МСК-оценка — просто среднее апосте- 

риорной плотности вероятности (условное среднее). 
Аналогично можно показать, что оценка по минилу- 

му абсолютного значения ошибки (будем называть ее 


МАЗ-оценкой и обозначать Змдз). соответствующая ли- 
нейной функции потерь, равна медиане апостериорной 
плотности вероятности [13]. 

Можно также показать, что если в (2.55) для еред- 
него риска использовать скачкообразную функцию по- 
терь, то для достаточно малых Л оптимальной байесовой 
оценкой будет такое значение з, при котором апостери- 
орная плотность вероятности Р(5|1) имеет максимум. 
Будем называть эту оценку оценкой по максимуму апо- 
стериорной вероятности (МАВ-оценкой) и обозначать 


мав Обычно находят положение максимума апосте- 
риорной плотности вероятности по функции шР($|1). 
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Если 1аР(ѕ|#) имеет непрерывную первую производную 
и максимум лежит внутри области допустимых значений 
$, то для его отыскания можно продифференцировать 
12Р (|1) по $ и составить уравнение 


дшрР ($11) 
а |5 


0. (2.61) 


Уравнение (2.61) называется уравнением максимальной 
апостериорной вероятности. При его решении в каждом 
конкретном случае необходимо проверить, является ли 
найденный экстремум абсолютным максимумом. 

Для того чтобы выделить роль априорных сведений, 
можно, используя формулу Байеса 


Ро (5) Р (Г 
рее, (2.62) 
записать логарифм апостериорной плотности вероятно- 
сти как 


шРр(5 тр (11) Ни Ра(5) а Роб), 


и, учитывая, что последний член в правой части этого 
равенства не зависит от $, представить уравнение мак- 
симальной апостериорной вероятности для получения 
МАВ-оценки в виде 


д1тР (115) |: ЭшР, (к) 
и, 0. (2.63) 


В тех случаях, когда нет никаких сведений об апри- 
орном распределении вероятностей Ро($) и нельзя от- 
дать предпочтение той или иной функции потерь, мате- 
матическая статистика рекомендует для оценивания ис- 
пользовать метод максимального правдоподобия. Со- 


гласно этому методу в качестве оценки 5 выбирается 
такое значение $, которое с наибольшей вероятностью 
обусловливает появление в задаче именно данного зна- 
чения Ё. Условная плотность вероятности Р (#|ѕ), рас- 
сматриваемая как функция $, называется функцией 
правдоподобия. Оценка по максимуму функции правдо- 
подобия (будем называть ее МФП-оценкой или оценкой 


максимального правдоподобия и обозначать 5меп) — это 
такое значение $, при котором функция правдоподобия 
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максимальна. Необходимое (но не достаточное) усло- 
вие максимума получают дифференцированием лога- 
рифма функции правдоподобия по ѕ и приравниванием 
результата нулю: 


даР (15) 
ты. 0. (2.64) 


5$ 


Уравнение (2.64) называется уравнением правдоподо- 
бия. 


Из сравнения (2.63) и (2.64) следует, что МФП- 
оценка математически эквивалентна предельному слу- 
чаю МАВ-оценки, когда априорная информация о рас- 
пределении векторов $ равна нулю. Этим объясняется 
широкое применение метода максимального правдопо- 
добия для получения оценок неслучайных параметров 
[13]. 

перейде теперь к оцениванию искомого вектора $ 
при решении основного уравнения (2.53), полагая, что 
векторы $ и у статистически независимы, а их распре- 
деления подчинены нормальному закону. Будем исполь- 
зовать матричную форму записи многомерного нормаль- 
ного распределения, имеющую для произвольного К- 
мерного вектора х следующий вид [81]: 


Р (к) = (27) 2 (дес, у 


орк тс к т,)], 


где т; — среднее значение х; С, — ковариационная ма- 
трица (матрица вторых центральных моментов): 


ть Е (х); С==Е | (х—т,) (х—т,)т]. 
Значение квадратичной формы (х — т,)”С‚ ' (х — т,) иног- 
да называют нормой или расстоянием Махаланобиса от 
х до т, [82]. 

Пусть априорное распределение вектора сигнала ѕ 
характеризуется средним значением т, и ковариацион- 


ной матрицей С», а распределение вектора шума У— ну- 
левым средним значением и ковариационной матрицей 
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С,. Заметим, что, поскольку п, =0, ковариационная ма- 
трица С, вектора шума будет совпадать с его корреля- 
ционной матрицей В» (матрицей вторых начальных мо- 
ментов). 

Вычислим апостериорную плотность вероятности 
Р($|#) по формуле Байеса (2.62). Для этого рассмотрим 
входящие в эту формулу распределения. Так как Ро(ѕ) 
и Ро(у) — нормальные распределения, то плотности ве- 
роятности Рь(#|5) и Ро({) также гауссовы. При этом 
согласно (2.54) условное распределение Р (#|ѕ) характе- 
ризуется средним значением, равным Н$, и ковариаци- 
онной матрицей, равной С. Далее согласно (2.53) и 
(2.54) среднее значение для распределения Ро() также 
равно Нз, а ковариационная матрица равна НС,НТ+- 
+С.. Таким образом, входящие в формулу Байеса плот- 
ности вероятности в рассматриваемом случае имеют 
ВИД 


Р, (8) = (21) "2 (ае, Х 

е6 7 6], 0.65) 
РИ) = (29) (йе С)" 
Хер| – (8 н/се нә], 0.66) 


Р, (0 = (21) "ае (нС,н” С)" 
Хер[–--0—н7 нс,н?--0,7) 0 ны]. (2.6) 


Подставляя (2.65) — (2.67) в (2.62), находим апосте- 
риорную плотность вероятности 


[век(н,Н? -- С.) 
(2)! (дее С)" (йеғС,)172 х 


Хер[——-(6—8076 6—1], (2.68) 


Р (|9 = 
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где 
67! нгсн, (2.69) 
== 0 (НС ЧС и = (Сс НСНУ ХХ 
Жи’ Ст). 0.70) 


Апостериорная плотность вероятности (2.68) дает 
нам наиболее полную информацию об искомом векторе, 
которую можно получить, зная только наблюдаемый 
вектор Ё и априорные сведения о задаче т,, С, и С,. 
МСК-оценку получаем по формуле (2.60) как среднее 


апостериорной плотности (2.68): Ѕуск=8. Так как ме- 
диана нормального распределения совпадает со средним 
значением, то и МАЗ-оценка равна в. 

МАВ-оценка — такое значение ѕ, которое максимизи- 
рует Р(5|#). Отсюда следует, что в рассматриваемом 
случае МЛВ-оценка также равна #. Чтобы убедиться 
в этом, вычислим составляющие уравнения максималь- 
ной апостериорной вероятности (2.63), используя прави- 
ла векторного дифференцирования (2.10). Получим 


д1аР(| 5) 1 Энг: 
а | 0 — Н)Н"; 
д1аР, (8) ео 
"в |р С; (6 — т,). 


Уравнение (2.63) имеет вид 

Сен) Н" С т,) —0, (2.71) 
а его решение дает МАВ-оценку 

5 т, -Н'С,С;? (# — Нд). 
После несложных преобразований этого равенства нахо- 
ДИМ, Что Змидв В точности совпадает с правой частью 
(2.70): 

быль (С. НТС НТ НРС, 1-С, "шуй. 
9—866 
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Итак, в рэшаемой задаче байесовы оценки, соответст- 
вующие различным функциям потерь, совпадают (мак 


== мАз=Е$мль==й) и приводят к одному и тому же оп- 
тимальному результату: 


5=пь--НТС,С Е Н), (2.79) 
ИЛИ 
(С "-ЕН”С Ну НРС + Сут). (2.78) 


Совпадение оценок является следствием известного 
в теории оценок положения: для самых разных функций 
потерь, имеющих симметричную выпуклую фориу, опти- 
мальная оценка есть условное среднее, если апостериор- 
ная плотность вероятности является унимодальной фупк- 
Зр симметричной относительно среднего значения 

3]. 

Отметим, что при т,==0 оптимальная оценка (2.73) 
сводится к решению по методу оптимальной фильтрации 
Винера: Ы 


$, (В,6;'--н'Н) "НТ, (2.74) 


где В, и В. — корреляционные матрицы сигнала и шума 
соответственно (у процессов с нулевым средним кова- 
риационные и корреляционные матрицы совпадают). Вы- 
ражение (В. В-' Е НТН)-1ИТ в (2.74) можно считать ма- 
тричным аналогом передаточной функции оптимального 
фильтра (2.37). 

Оценку максимального правдоподобия найдем, под- 
ставив (2.66) в (2.64) и решив уравнение правдоподо- 
бия, Нетрудно видеть, что МФП-оценка равна 


Змеп == (НС; "НУ "НС (2.75) 


и совпадает с оптимальной оценкой (2.73) только тогда, 
когда С-1=0, 
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Для сравнения точности оценок (2.73) и (2.75) необ- 
ходимо вычислить соответствующие им ковариационные 
матрицы ошибок по формуле 


С.=В е— т.) (е —ш) = 
= (169 — т —Э т) 


Можно показать [83], что для оптимальной оценки С, 
равно б. т. е. 


~ —! 7 1. —1 
(С НСНУ", (2.76) 
а для оценки максимального правдоподобия 
Тена! 
С = (НС; ну". (2.77) 


Таким образом, обратные матрицы в круглых скобках 
в (2.73) и (2.75) есть не что иное, как ковариационные 
матрицы ошибок. Сравнивая (2.76) и (2.77), видим, что 
ошибки оптимальной оценки в общем случае меньше, 
чем ошибки МФП-оценки. Этого и следовало ожидать, 
учитывая, что метод максимального правдоподобия ис- 
пользует существенно меньшую априорную информацию. 


Только при С'=0 ошибки обеих оценок совпадают. 


Следует подчеркнуть различие в решениях основного 
уравнения, получаемых по формулам (2.73) и (2.75). 
В выражении для обратной матрицы в (2.73) содержит- 
ся аддитивный дополнительный членС; ', играющий ста- 


билизирующую роль и делающий решение устойчивым 
(см. $ 2.1), ав (2.75) такого члена нет. Поэтому реше- 
ние, полученное методом максимального правдоподобия, 
нельзя считать регуляризованным. Нетрудно видеть, что 
такое решение по существу сводится к решению по мето- 
ду наименьших квадратов (см. (1.93) в $1.5) и в случае 
невырожденной квадратной матрицы эквивалентно 
обычному нерегуляризованному решению по методу 


инверсной фильтрации $—Н-М. Это происходит потому, 
что без введения априорной плотности вероятности Ро(5) 
понятие статистической регуляризации теряет смысл. 


9* 
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Только предположение о том, что опыт по измерению 
наблюдаемого вектора ї является одним из серии подоб- 
ных опытов, которые производятся при различных со- 
стояниях искомого объекта $, выбираемых случайно 
в соответствии с плотностью вероятности Ро(ѕ), позво- 
ляет получить в методе статистической регуляризации 
решение, устойчивое к малым изменениям исходных 
данных. 

С помощью метода статистической регуляризации 
можно получать устойчивые решения не только линей- 
ных, но и нелинейных уравнений [84]. Предположим, 
что в составе системы приема сигнала имеется нели- 
нейный безынерционный элемент, последовательно со- 
единенный с линейной частью системы. Этот элемент по 
некоторому нелинейному закону ф преобразует отклик 
линейной части системы #,=Н$ в выходной сигнал 
Ф(Н$), т. е. компоненты [, [№ ..., [м вектора ї, отобра- 
жаются в соответствующие компоненты ф(р), Ф(Ф»), ... 
.., (Гм) вектора ф(ї,). Тогда для восстановления сиг- 
нала необходимо вместо линейного уравнения (2.53) ре- 
шить нелинейное уравнение 


$(Н$) +у=Е (2.78) 


Для его решения воспользуемся оптимальной оценкой, 
которую вычислим с помощью уравнения максимальной 
апостериорной вероятности (2.63). Если сохранить все 
принятые ранее предположения о распределениях сигна- 
ла и шума, то априорная плотность Ро(5) будет опреде- 
ляться согласно (2.65), а условное распределение 
Р(! |5) будет равно 


Р (|5) = (2=) М? (дас) Хх 
О (НРС е (н9) ). 


Вычислим составляющие уравнения (9.63), исполь- 
зуя (2.65) и последнее выражение, Получим 


даР, (5) 1 р 
а 1 рвы (8—т,); 
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ЭР (# о 
| СИН, 


где О, — диагональная матрица 


в которой производные берутся в точках, соответствую- 


щих значениям компонентов вектора Ён (при числен- 
ных оценках здесь, естественно, используется конечно- 
разностная аппроксимация производных). 

Уравнение максимальной апостериорной вероятно- 
сти имеет вид 


С Ф (Н) Н,—С "6 — т) =0 


и отличается от (2.71) только наличием нелинейности 
Ф(Н8) и матрицы производных рр 


Из предыдущего уравнения находим оптимальную 
оценку 


= т,-Н”О,С,05' |7 — #(Н5)]. (2.79) 


Нетрудно видеть, что решение (2.72) линейной задачи 
является специальным случаем оценки (2.79) при 
Ф(Н5)—Н5 (тогда Р, становится единичной матрицей). 
Однако преобразовать (2.79) к виду, аналогичному 
(2.73), в общем случае нельзя. Фактически, оценка 
(2.79) представляет собой нелинейное уравнение, в ко- 
тором искомый вектор 5 входит как в левую, так и в пра- 
вую часть уравнения. Общие способы решения таких 
уравнений неизвестны и уравнения обычно пытаются 
решать численными методами. 
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Вместе с тем и без решения нелинейного уравнения 
можно представить себе схему системы, которая вос- 
станавливает сигнал, полученный нелинейной системой 
приема, с помощью оценки по максимуму апостериор- 
ной вероятности. Будем считать, что исходное ма- 
тричное уравнение (2.78) порождено соответствующим 
нелинейным интегральным уравнением 


х, А (4) +5 (к) = (к), (2.80) 


где 


од {а 5504; а<х<0, (2.81) 


Предположим также, что и сигнал, и шум — гауссовы 
случайные процессы с нулевыми средними и корреляци- 
онными функциями г, (х, и) и г,(х, и) соответственно. 
Введем обозначения: 


Ъ 4 
д = о, 9з 0 а 1,9 (а д д, 


Ь 
Е = [0.6 дор, 7, 01 би; 


(2 
в, 6, = [ее г. (х, и) аи, 


где 5(5) — оценка точного значения сигнала 5 (8); 
9» (Е, и) — обратное ядро корреляционной функции шу- 
ма, определяемое уравнением 

ь 

900—0) [1 х), 3 а, <. 

а 
Теперь по аналогии с (2.79) при т,—0 можно записать 
следующее выражение для оценки непрерывного сигнала 
по ‘максимуму апостериорной вероятности: 


5 х 
А9 о 00 —20]4 (2.89) 
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Линейный |Выход 


през, йе) 


Дшрреренци- 
(рующее звено 
26/0; 


нелинейни | Линейный 
Сна 


Рис, 2.5. Схема нелинейной системы восстановления сигнала 


Нетрудно проверить, что дискретизация функций, входя- 
щих в равенство (2.82), с учетом принятых обозначе- 
ний приводит к матричной записи оценки сигнала 


$=н?р В, [ВЧ — ВФ (Н) = Н”Р, В.К, № $8), 
02.88) 


полностью аналогичной (2.79) (при нулевых средних 
матрицы корреляции и ковариации совпадают: К,==С., 
К.=С,). 

Строгий вывод нелинейной МАВ-оценки непрерыв- 
ного сигнала в форме (2.82) можно получить, используя 
разложение Карунена — Лоэва, позволяющее характери- 
зовать гауссовы случайные процессы при помощи счет- 
ного множества статистически независимых случайных 
величин, распределенных по нормальному закону [13]- 

Из (2.82) следует, что нелинейная система восстанов- 
ления сигнала, вычисляющая оценку сигнала по мак- 
симуму апостериорной вероятности, должна быть систе- 
мой с обратной связью (рис. 2.5). Как видно из схемы 
рис. 2.5, нелинейность системы вызвана тем, что в цепь 
обратной связи включена сама система приема сигнала, 
содержащая, по условиям задачи, нелинейное звено, 
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Система, изображенная на рис. 2.5, является физи- 
чески нереализуемой, так как при ее построении был на- 
рушен принцип причинности: при обработке информации 
в темпе приема оценка сигнала, поступающая на вход 
системы по цепи обратной связи, должна появляться не 
позднее, чем наблюдаемая функция [(х). Такая система 
не может восстанавливать сигналы, зависящие от теку- 
щего времени. Однако физическая нереализуемость не 
является препятствием для построения схемы рис. 2.5 
с помощью оптических устройств обработки сигналов, 
которые не вступают в противоречие с принципом при- 
чинности. При использовании таких систем мы допуска- 
ем, что наблюдаемая функция заранее регистрируется и 
хранится в оптической памяти в течение некоторого вре- 
мени, а уже затем подвергается обработке как функция 
пространственных переменных (см. гл. 3). 


2.5. СРЕДНИЕ КВАДРАТИЧЕСКИЕ ОШИБКИ ВОССТАНОВЛЕ- 
НИЯ 


Различные методы восстановления сигналов, рас- 
смотренные выше, обеспечивают и различное качество 
восстановления. Для сравнения методов восстановления 
можно воспользоваться разными критериями качества. 
Выбор того или иного критерия обычно определяется 
особенностями решаемой задачи восстановления и спе- 
цификой физической природы обрабатываемых сигналов. 
Наиболее распространенным критерием является сред- 
нее квадратическое отклонение восстановленного сигна- 
ла от истинного. 

Ранее было показано, что методы восстановления, 
предусматривающие решение основного интегрального 
уравнения типа свертки, можно различать по способам 
обеспечения устойчивости решения, которая достигается 
умножением передаточной функции инверсного фильтра 
11Н (о) на стабилизирующий множитель К(@) того или 
иного вида. Такой подход позволяет получить довольно 
простые формулы для средних квалратических ошибок 
восстановления в каждом конкретном методе. Взятые 
для анализа методы восстановления сигналов приведены 
в табл. 2.1, где помещены решение задачи (в матричной 
форме), передаточная функция и стабилизирующий мно- 
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житель, а также показана форма кривой передаточной 
функции каждого метода. Ясно, что из выбранных мето- 
дов наименьшей средней квадратической ошибкой вос- 
становления обладает метод оптимальной фильтрации, 
наибольшей — метод инверсной фильтрации без ограни- 
чений, 

Для получения средних квадратов (дисперсий) оши- 
бок различных методов восстановления предположим, 
что сигнал и шум относятся к классу стационарных слу- 
чайных процессов, и воспользуемся формулой, аңалогич- 
ной (2.23): 


ЕБ (К) — ПРА 


яв, ® 4, (2.84) 


Подставляя в (2.84) различные функции К:(®) из 
табл. 2.1, получаем формулы для расчета дисперсии 
ошибки сё, (=1, 2,..., 6) различных методов восстанов- 
ления сигналов. 

Для метода чисто инверсной фильтрации находим 


тт ао, (2.85) 


Ясно, что так как Н (о) 0 при |< |--ор, где өг — гра- 
ничная частота передаточной функции системы приема 
сигнала, величина оё; стремится к бесконечности. 

Для метода инверсной фильтрации с ограничением 
полосы частот фильтра вследствие четности слектраль- 
ных плотностей сигнала и шума получим 


Во( $ 
ый бо { В, (а) йо. (2.86) 


Средний квадрат ошибки в методе инверсной филь- 
трации с ограничением полосы частот и усиления филь- 
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1Нарменованне метода (2 = 1,....6) 


Решение 


1. Инверсная фильтрация 
без ограничений (рнс. а) 


2. Инверсная фильтрация 
с ограничением полосы 


частот фильтра (рис. б) 


З. Инверсная фильтрация с 
ограничением полосы ча- 
стот и усилення фильтра 
(рие. в) 


4. Разложение "тного 
оператора в ряд Неймана 
(рис. г) 


5. 


Регуляризация шения 
методом А. Н. 8 


(рис. д) 


6. Оптимальная фильтрация 
(рис. с) 


Д 


ИН) 


1) 2 ат 


{= н-1# или = (Н”Н) 1н” 


м 
з=) аня 
п) 


= (НН ао) -1Н'я 


5= (нн + в.в; "Не 
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Таблица 2.1 


Передаточная функция, Н, 


ор 9) 


"Стабвлизирующий множитель, 
К; (®) 


Нео) 
но ни ТА) 


1 
ну 10% 
0; 16] > ә, 


о. < 
1 
ГАТЫ ГІөо1< в 
А; оф р> 
0; |>әф 


м 
201-5" 


п=0 


Н" (6) 
ТА (о) |> + «0 (0) 


Ы" о] 


ноге 


ни) 


0; в = 


10; мые, “54% 


19| < 


1 
[не оф2 |6] > ә. 
0; [9[>% 


1—01 Ае)! 


=: НТ 
То) Т0 00) 


1Н (о) 


1 (оја + 
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тра вследствие того же условия равен 


Бот д) А 
= Са 


Ре 7 
Ч Ан А, в [ №694». (87) 
; 


Для метода восстановления, основанного на разло- 
жении обратного оператора задачи в фяд Неймана, на- 
ходим 


ае {а НР В, 6) а 
1 о м з 
зе = | ў 1—8 ө’ Б, (а) дю. (2.88) 


Для метода регуляризации А. Н. Тихонова получим 
приведенную в [1] формулу 


з (50 о) (о) ГА (а) Вб) 
т. { Не 4. (2.89) 

Дисперсия ошибки, свойственная методу оптималь- 
ной фильтрации, определяется также известной форму- 
лой (см. (2.40)) 


Г лб) 

= | тт РАД 49: 239 
> 

Величины 0%,`..., 0% характеризуют средний ква- 


драт ошибки на выходе восстанавливающих фильтров 
различных типов. Рассмотрим теперь дисперсию ошибкн 
без восстановления. Очевидно, что уклонение наблюдае- 
мой функции Ё (&) от истинного сигнала 5+(=) в присут- 
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ствии помехи о (&) равно 


Г 9—31 [ЛЕО — 5.691 ер) 6 


= (05,0) Н (9) У 69) — 5.6 ехр (в) = 


о 


= Но 18,6)-У 6) ере) б 09) 


где Е(о), 5,(0о) и У(о) — спектры Фурье реализаций 
(Е), 5т(Е) и о(&) соответственно. 
Найдем величину среднего квадратического уклоне- 
ния, используя формулу (2.91): 
га 
ете |4 —15.9+ 


—> 


ЖУ @)} ехр (йн) =) ( эк | )— 15,6) + 


+узехр бы) 9) | == (нөх 


ХИН) — ПЕ (5, (0) 5", (07 ехр И (о — «1 бойо’ + 
+ [ЕИ У" ор 0—97] дов + 


7 


+ (109) = е5, УХ 
Хех Е (0—97) бобо 4-1 { Г [Н 07) — П 


ЖЕ [б*, (2) У (о)] ехр [8 (о — в] одо”, (2.92) 
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Если предполагать некоррелированность процессов 5, (Е) 
и о(&), то два последних интеграла в (2.92) будут рав- 
ны нулю. Для этого случая, нспользуя (2.21), получаем 


т | | Н®— ПН) — 1", В.Х 
-5 
296—9) окр [й (0—о7)] ойо. (2.33) 
Интегрируя в (2.93) по переменной ©’ и пользуясь филь- 
трующим свойством д-функции, находим 


© 
ох (И) 180) В. = 099 
ч — 
Определим уклонение средних квадратов ошибки 
при наличии восстановления и без него. В общем случае 
из (2.84) и (2.93) получим 


А. (нө 17 


(ки) Пе 8, С о, ав. 
0.95) 
Для упрощения выкладок допустим, что А(х) — действи- 


тельная четная функция, так что Н*(о)=Н (о), и пред- 
ставим (2.95) в виде 


Ае ( (6) — Ка (9) +. 21,6) — Н ө) 


ау ЦР 69) — К° (а) р уу аы 
ХВ Я Чу Р, удо. (2.96) 


Подставляя в (2.96) стабилизирующие множители 
К: (о) из табл. 2.1, находим 
о 
н (ы) — 
Ае, (НФ В В о, 
— 
(2.97) 
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А | Но) — ЕВ) — { Нов-НоХ 


ЖЕ аь-- Т { К, (в) о 1 { ндл ко) аы, 
СУ 0 


с 


(2.98) 


9с. 


| о-в ее Водо — 


1 { 49 (0) РН (<) В, ©) — А, (ә)} дә 
% 
9% 
а) (е АН" (о) — 29 ©} А, (6) 4 


Же 


+а+А ө) 4, 6.99) 


о 
И. 


Ао = | НЫ-—ШИТИЬ-Н (5—7) Ко) ао -- 


+= |( _ (ў =н өг) м (2.100) 


а, [ие т ат) 


= 1: ЕИ (2.101) 
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а 
1 (тичо) а) Ко — н (о) К, (әу) 
Аа | Ту, (о) 7) 4. 
3 


(2.109) 


Представляет также интерес определить величину 
относительной ошибки различных методов по сравнению 
с методом оптимальной фильтрации. Вычитая (2.90) из 
(2.84), получаем для 1—1, ...,5 


, 


о е | {К — ПВ 
кеј В, о) В.(о) 
НЕА — тг) о) ег} 495 0-109) 


Подставляя в (2.103) различные функции К.(о) из 
табл. 2.1 в предположении, что Н* (о) =Н (о), находим 
оо 


Кз. ГА 
"= | ааа тест» 0100) 


> 


бо" 


В ж, (0) 
| ат ааг 69 4 
Р 
ы 
1 К°, (ш) Н? (ш) 
+ | яе у 49 0.105) 


5 


2 р ( 2, (о) 44 
=) Н) На) К, (9) 8, 0) т 


ат во 
НН | ау 49 
Әф 


бо, 


Дї Ў лн (о) (а) В, (0)]— Ы (ә) Абај) 
= ] 9) К (ө) 4-9 (9) 
9% 


(2.106) 
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Е 10 норе, 69+ 


м 2 
(п ного 
п=0 


(2.107) 
т 
2 1 а0 (о) К; (0) — А (©) |2 Н? (оу 
вте (ае | нче адау 99: 
25 
(2.108) 


До сих пор мы предполагали, что мешающее воз- 
действие на процесс восстановления оказывает в основ- 
ном аддитивный шум, наложенный на наблюдаемую 
Функцию. Однако в реальных условиях помехой явля- 
ются и ошибки измерения передаточной функции систе- 
мы приема сигнала Н (о). В этом случае при решении 
задачи восстановления вместо истинной функции Н(®) 
мы используем некоторую функцию Н (о) +6(0). 

Восстановленный сигнал в случае неточного знания 
передаточной функции представим в виде 


= (К ноты ры -- 


т (09 ғун "кр аә. (0.100) 


Для преобразования (2.109) воспользуемся справедли- 
вым при |89 (0) /А(ә|<1 разложением [85] 


1 Шт ан) 
паа 8Н ој — Но Ги. 2.109 


18№ (о) |2 
тде в) ОЕ. 


10—866 
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Подставляя (2.110) в (2.109), получаем 
Зы Е < (9) 5, (®) ехр (5) 4 4- 


+ ре Е У) ехр (йо) а = ох 


>< 54ђехр В) б — ] кө) У ОХ 


> ехр (йз) 4-4 ү (о), @.111) 

где 
© < {К (а) 86) [Н ©) $, (®) НУ} ехр (694. 
(2.112) 


В случае точного знания передаточной функции 
Н (о) восстановленный сигнал был бы равен 


59=2 козю одан 


1 К, 
+1. | КИ у (а) ехр (ә) а. 6.113) 

Вычитая (2.111) из (2.113), получаем величину 
уклонения решения задачи при точном и неточном зна- 
нии характеристики искажающего звена: 


„090—340 | 6999:500 


Хер е) 4-с [№ ® РФ УХ 
>< ехр (5) йо — п (2.114) 
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С помощью формулы (2.114) можно легко найти 
величину г;(#) для любого из стабилизирующих множи- 
телей К; (о), не зависящих от Н (о). Проделаем это на 
примере метода инверсной фильтрации с ограничением 
полосы частот фильтра (1—2). 

Учитывая, что Кә(–)=1 на интервале (—@с, Ф) 
и Кг(е)=0 вне этого интервала, получаем 


в. 9—1 | 29) з.д ехр (в о 


+=] ТРОЕ (9) ехр (до) о — т, 8. 2.15) 


На основании (2.115) получим дисперсию ошибки, 
обусловленной неточным знанием Н (ө), для рассматри- 
ваемого метода: 


1 (әне) 1 анкур 
о (ка) 42 | от х 
о 


Х В, ©) ао —т,. (2.116) 


Оценка дисперсии такой же ошибки для метода ре- 
гуляризации А. Н. Тихонова получена в работе [85]: 


с. 
т #0) дао) 5) (а) 

ба | ае 
4 


1 т ө 
ах |ПиРЕР {8.069 


д.6) Н (оу 5802 (9), (а) 
ое | 49—19 


где Ө=Е |Н (а) |", 
о 


(2.117) 


1 Јана) е 
1 |) тга. 90е 
а 


Не А.) д, 
хв еер) аә. 


10* 
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'Дисперсию ошибки вследствие неточного знания пе- 
редаточной функции для метода оптимальной фильтра- 
ции находим из (2.117) при о© (6) =В. (о) /В: (в). После 
несложных преобразований получим 


Са Ае) ка) 
ГЕ 
Е) 


м — БРА е) 00у 121- 
і $ өн, (а) 
т 
= ] ратуем 
ТАТЕ 
ха) 0—1 пә 


где 
1 { Гён (а) |2 (> 
Іт. | ПАГ (о) [2 Ко (о) (9) (ке + 


Ко (6) | Ы (о) |2 + К°, («)/А, (о) 
ааа ае | 


Пользуясь формулами (2.85) — (2.90), (2.97) — 
(2.102), (2.104) — (2.108) и (2.116) —(2.118), можно 
сравнивать по критерию средней квадратической ошиб- 
ки качество восстановления, достигаемое различными 
методами при тех или иных передаточных функциях 
искажающей системы и спектральных плотностях сигна- 
ла и шума. Различие методов обычно хорошо проявля- 
ется при моделировании их на ЭВМ. 


2.6. МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТОДОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯ СИГ- 
НАЛОВ НА ЭВМ 


Для сравнения методов по критерию средней квад- 
ратической ошибки оказалось возможным ограничиться 
расчетом на ЭВМ ошибок по формулам, выведенным 
в предыдущем параграфе. Для сравнения по другим 
критериям осуществлялось моделирование процессов 
восстановления конкретного тестового сигнала различ- 
ными методами. 
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Рис, 2.6. Зависимость дис- 
персин ошибки метода ин- 
версной фильтрации с огра- 
мичением полосы частот 
фильтра от нормированной 
частоты среза ш/о, при | 
различных значениях отво- 

шения сигнал/шум Ф 


0 00587 1280 0908 в 


При расчетах среднего квадрата ошибки использо- 
валась следующая модель задачи восстановления: 


Н (о) =ехр(—сә?); К. (о) =8(0)ехр(—т|ә|); 
К,(0)=Р,(0) =сопзі. (2.119) 


Отношение сигнал/шум определялось по интегральной 
формуле 


о= | К, о) ао { Б, (о) йа, (2.120) 


т 


Проведенные расчеты иллюстрируются графиками 
рис. 2.6—2.14. Обсудим полученные результаты. Зависи- 
мость дисперсии ошибки метода инверсной фильтрации 
от частоты среза ос, определяющей ширину полосы про- 
пускания фильтра, характеризуется наличием некоторой 
оптимальной частоты среза, при которой дисперсия 
ошибки минимальна (рис. 2.6). Это объясняется тем, что 
ошибка содержит две составляющих: шумовую (первый 
член в (2.86) ) и сигнальную (второй член в (2.86)). Их 
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Рис. 27. Зависимость дис- 
пербин ошибки метода ни- 
зерсной фильтрации с огра- 
пичением полосы частот н 
усиления фильтра от норми- 
рованной частоты ограниче 
ния усиления Ф; /о, при 
различных значениях часто- 
ты среза ос: 

адла отношения сиг. 
налішум Ф=7; 


для ошения сиг- 
налишум Ф=500 


Рис. 2.8. Зависимость дис- 
( персин ошибки метода раз- 
ложения в ряд Неймана от 
отношения сигнал/шум Ф 
при различном числе чле- 
0! вов разложения № 


можно рассматривать как случайную и систематическую 
ошибки. Если выбрать частоту среза меньше оптималь- 
ной, то вследствие ‘недостаточной компенсации искажаю- 
щего действия системы приема сигнала увеличивается 
систематическая ошибка восстановления. Если же ча- 
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8 


Рис. 2.9. Зависимость дис- 
персин ошибки метода раз- 
ложения в ряд Неймана 
(прн №=3) от параметра с 


Рис. 2.10. Зависимость дис- 
персин ошибки метода ре. 
туляризации А. Н. Тихонова 
(со стабилизатором 1-го по" 
рядка) от параметра регу- 
лиризации а 


Рис. 2.11. Зависимость дис- 
персин ошибки метода опти- 
мальной фильтрации от 
отношения сигнал/шум Ф 


стота среза больше оптимальной, то из-за неустойчиво- 


сти решения происходит 


ошибки. Естественно, 


резкое увеличение случайной 
чем больше отношение сиг- 


нал/шум, тем выше оптимальное значение частоты среза 
и тем шире допустимая полоса частот фильтра. 
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В том случае, когда в методе инверсной фильтра- 
ции предусмотрено ограничение усиления фильтра на 
интервале от ое до некоторой частоты фф<ог, диспер- 
сия ошибки зависит как от оф, так и от ве (рис. 2.7) 
Выбор частоты среза «юс существенно влияет на зави- 
симость дисперсии ошибки от частоты оф. При сравни- 
тельно небольших значениях отношения сигнал/шум Ф 
дисперсия ошибки этого метода может быть значительно 
меньше, чем в случае ограничения только полосы частот 
(рис. 2.7а). Так, например, из рис. 2.7,а видно, что для 
значения «ос==0,05о кривая, отражающая зависимость 
дисперсии ошибки от частоты оф, лежит ниже штрихо- 
вой линии, отражающей такую же зависимость при 
ограничении только полосы частот. Однако при больших 
значениях отношения сигнал/шум дисперсия ошибки ме- 
тода, предусматривающего ограничение усиления филь- 
тра, всегда больше, чем у метода с ограничением поло- 
сы частот на оптимальной частоте среза (рис. 2.7,6). 
Это объясняется неточностью коррекции искажений, 
внесенных системой приема сигнала, на интервале от ос 
до Фф. 

Ограничение усиления инверсного фильтра в конеч- 
ном счете позволяет расширить диапазођ восстанавли- 
ваемых частот сигнала при ошибке восстановления, со- 
измеримой с минимальной ошибкой метода, основанного 
на ограничении полосы частот фильтра. Предельная ча- 
стота спектра восстановленного сигнала в случае огра- 
ничения усиления фильтра может достигать Фр. 

Дисперсия ошибки итерационного метода, основан- 
ного на разложении обратного оператора задачи в ряд 
Неймана, зависит от отношения сигнал/шум и от чис- 
ла М№ учитываемых в разложении членов ряда (рис. 2.8). 
Этот метод эффективен` при достаточно «узкой» весовой 
функции искажающей системы (см. $ 1.4). В принятой 
модели ширина весовой функции определяется парамет- 
ром с из формулы Н(о)==ехр (—с6?). С уменьшением 
величины с дисперсия ошибки, как и следовало ожи- 
дать, уменьшается (рис. 2.9). В частности, при конкрет- 
ном значении с=0,025, которое было взято для расчета 
графиков рис. 2.8, метод разложения в ряд Неймана 
дает ббльшую ошибку, чем методы ограниченной ин- 
версной фильтрации. 


26. Моделирование методов восстановления сигналов 153 


В методе регуляризации А. Н. Тихонова для каж- 
дого значения отношения сигнал/шум имеется опти- 
мальное значение параметра регуляризации а, при ко- 
тором дисперсия ошибки минимальна (рис. 2.10). Не- 
большие уклонения параметра регуляризации от его 
оптимального значения, как видно из графиков рис. 2.10, 
не приводят к значительному увеличению ошибки, что 
и следовало ожидать (см. $ 2.1). На практике это по- 
зволяет определять величину а, обеспечивающую при- 
емлемый результат восстановления, в вычислительном 
эксперименте с небольшим числом проб. 

'Метод оптимальной фильтрации, вследствие исполь- 
зования априорной информации о спектральных плотно- 
стях сигнала и шума, обеспечивает минимальную дис- 
персию ошибки восстановления (рис. 2.11). Как видно 
из графиков рис. 2.11, в рассматриваемой задаче при 
больших значениях отношения сигнал/шум (Ф>500) 
путем восстановления сигналов можно уменьшить дис- 
персию ошибки в три раза и более. Я 

Сопоставление зависимостей дисперсии ошибки от 
отношения сигнал/шум для различных методов восста- 
новления показано на рис. 2.12. Графики рис. 2.12 рас- 
считакы для оптимальных значений параметров ®е, өф 
и о при с=0,025. Из рис. 2.12 видно, что наилучшее 
приближение к оптимальной фильтрации обеспечивает 
метод регуляризации А. Н. Тихонова. Другие методы 
дают худший результат восстановления по критерию 
средней квадратической ошибки. При этом метод инверс- 
ной фильтрации с ограничением полосы частот позво- 
ляет восстанавливать сигналы лишь при отношении 
сигнал шум Ф@2>30. При меньших значениях сигнал/шум 
кривая с? (Ф) проходит выше, чем кривая о? (Ф), отра- 
жающая дисперсию ошибки до восстановления. 

Подчеркнем еще раз, что проводимое сравнение 
относится к конкретной модели задачи восстановления. 
По этой причине на рис. 2.12 не нашел отражения ме- 
тод разложения в ряд Неймана, который в данной за- 
даче при с=0,025 дает заведомо плохой результат. 

Эффективность методов восстановлекия сигналов 
существенно зависит от точности выбора параметров өс, 
ор, № и а, согласующих качество восстановления с шу- 
мовыми характеристиками задачи. Критичносгь каждого 
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х Рис. 2.19. Зависимость дис- 
# | персий ошибок различных 
методов восстановления от 
ГА 7 отношения сигнал/шум Ф: 
1 метод инверспой филь- 
аз трацин © ограничением по- 
лосы частот фильтра; 2— 
22 метод ипверской фильтра- 
, 3 цин с ограииченнем полосы 
частот и усиления фильтре; 
211— 3— метод регуляризаций 
А. Н. Тихонова; 4— метод 
2 оптимальной фильтрация 


и 2 я ш 21 900 $ 


Рис. 2.18. Зависимость дис- 
5 персий ошибок различных 
в методов восстановления от 
величины 7, характеризую- 
в щей расстройку согласую- 
2, щих параметров от их опти- 
т мальных значений: 
1— метод инверсной Фильт- 
Г рации © ограничением по- 
лосы, частот "фильтра (и 
2 = әс о): 2— метод  ип- 
р версной фильтрации с огра- 
а = иичением полосы частот и 
‘усиления ‘фильтра (х= 
—©/0фо); 5 — метод регу- 
02 Н 2а лярнзации А. Н. Тихонова 
г 45 10 15 х о-аа,) 


Рис. 2.14. Дисперсия ошибок 
метода регуларизации А. К. 
Тиховова ( ) и метода 
оптимальной фильтрации 
—) при точном (6-0) н 
неточном (00,15) знаиин 
передаточной фуикции иска- 
жающей системы Н() 


метода к точности выбора согласующего параметра 
можно отразить зависимостью величины дисперсий 
ошибки с?; от расстройки параметра з (рис. 2.13). Вели- 
чина х на рис. 2.13 — отношение выбранного значения 
параметра к его ‘оптимальному значению: ое/осо, 
оф /офо, 0/0. Как видно из графиков рис. 2.13, наиме- 
нее критичными к расстройке согласующего параметра 
оказываются метод регуляризации А. Н. Тихонова и ме- 
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тод инверсной фильтрации с ограничением усиления 
фильтра. 

Песмотря на то, что минимальная дисперсия ошиб- 
ки, возникающей вследствие воздействия аддитивного 
шума измерений, достигается в методе оптимальной 
фильтрации, применение его на практике не всегда дает 
лучший результат из-за неточного знания спектральных 
плотностей сигнала и шума и характеристик искажаю- 
щей системы. Это иллюстрируется графиками рис. 2.14, 
иа которых отражены результаты расчета дисперсии 
ошибки, возникающей вследствие неточного знания пе- 
редаточной функции Н (о) при 0—Е[]8Н (о) |2] =0,15 
для метода регуляризации А. Н. Тихонова и метода 
оптимальной фильтрации. Из сопоставления кривых, 
соответствующих значению 0—0,15 и 0—0 (с известной 
Н(о)), видно, что качество восстановления сигналов 
методом оптимальной фильтрации в большей степени 
зависит от ошибок измерения передаточной функции, 
чем в методе регуляризации. Уменьшить влияние этих 
ошибок в методе регуляризации удается подбором зна- 
чения параметра фегуляризации, согласованного не 
только с аддитивным шумом, но и с погрешностью изме- 
рения передаточной функции. 

Моделирование на ЭВМ методов восстановления 
сигналов < целью их сравнения по различным крите- 
риям осуществлялось для задачи восстановления, пре- 
дусматривающей решение матричного уравкения вида 
Н5:=-Ну. Точные значения сигнала 5; (х) и отклика 
|+ (х) в отсчетных точках были взяты из табл. 1.1. Мат- 
рица Н формировалась мз отсчетов весовой функции 
треугольной формы: # (0) =, А(1) =й(—1) ==, №(2) 
==8(—2) =0 (см. рис. 1.6,6). Процесс появления случай- 
ных ошибок при измерении отклика моделировался фор- 
мированием функции {(х) =, (х) +о(х) в результате до- 
бавления к отсчетным значениям |; возмущений сви, 
тде В. — случайные числа из интервала (—1, 1) с равно- 
мерным законом распределения, с — масштаб возмуще- 
ний, определяющий величину отношения сигнал/шум, 
которая поддерживалась на заданном уровне Ф=315. 

Восстановление сигнала на ЭВМ проводилось мето- 
дом псевдообращения, методом проекций и методом ре- 
гуляризации А. Н. Тихонова. Для оценки качества вос- 
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становления в процессе моделирования рассчитывались 
следующие величины: максимальное значение модуля 
уклонения восстановленного сигнала от точного (абсо- 
лютная ошибка) 'Машах==тах |3 (х) —5(х)|, среднее зна- 
чение модуля ошибки Маер=Е |8 (х) —5т(х)| и средний 
квадрат ошибки 02.=8 [$ (х)-—5т(х) 2. 

Оценка решения основного матричного уравнения 
при помощи метода псевдообращения находилась по 
формуле (см. $ 1.5) 


К 
5= Ур. (2.121) 


пы 


Этот метод можно рассматривать как численный аналог 
метода инверсной фильтрации с ограничением полосы 
частот фильтра. Он основан на построении матриц © 
и Т: матрица © формируется из собственных векторов, 
соответствующих наибольшим собственным значениям 
матрицы ННТ, а матрица Т — из собственных векторов, 
соответствующих наибольшим собственным значениям 
матрицы НТН. Вычисление сингулярных чисел р» свя- 
зано с определением собственных значений матрицы НТН 
и упорядочиванием их по убывающей последовательно- 
сти. В машинном алгоритме метода псевдообращения 
из исходных матриц Н и НТ с помощью стандартных 
программ формировались матрицы НН? и НТН, а затем 
методом Якоби рассчитывались их собственные значе- 
ния и собственные векторы. 

Ограничение числа В членов суммы (2.121) в ме- 
тоде псевдообращения эквивалентно ограничению часто- 
ты среза ос в методе инверсной фильтрации. Ясно, что 
должно существовать некоторое оптимальное значение 
Ко, при котором достигается наилучшее восстановление 
сигнала. При больших значениях К сильнее проявляется 
случайная ошибка, при меньших — систематическая. 
Зависимость качества восстановления тестового сигнала 
от числа К, построенная по результатам моделирования, 
при различных критериях ведет себя по-разному 
(рис. 2.15). Нанлучшее качество восстановления по кри- 
териям 'Мьшах и Мер достигается при В=10, а по кри- 
терию о”, —при В=9. При В<5 восстановление тесто- 
вого сигнала методом псевдообращения вообще не на- 
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Рис. 2.16. Зависимость каче- 


ства восстановления тесто- #0 
вого сигнала от числа 
членов разложения в мето- 


де псевдообращения; 

1 критерий М, ахі 2— 
критерий М, ср; 2 крите- 
рий о?, д 


Рис. 2.16. Зависимость пор- 
мы вектора невязки [9,9 


ог числа циклов итераций к 
в методе проекций А 


20 


10 


00 


80 к 


блюдалось (ошибки после восстановления были больше 


первоначальных). 


Алгебраический метод проекций относится к итера- 
ционным (см. $ 1.4 и 1.5). При моделировании его на 
ЭВМ оценка решения в каждом і-м цикле итераций вы- 
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Рис. 2.17. Зависимость каче- 
ства восстановления тесто 
1 вого сигнала методом регу- 
2 ЗЫ ляризации А. Н. Тихонова 
от параметра регуляризации 
|Стоболизатор стабилезатор Спаболизатор | чо критериям МЫ 
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числялась по следующей формуле векторной алгебры: 


Зн пыр 9.122 
пк и 


где НТ — вектор-строка из Н. 

Процесс итераций прерывался на к-м цикле по дости- 
жении заранее заданного значения нормы вектора не- 
вязки ||5,—5,||, равного 1. 

В результате моделирования оказалось, что хотя 
метод проекций позволяет получить довольно точную 
оценку восстановленного сигнала и имеет простой вы- 
числительный алгоритм, он требует довольно значитель- 
ных затрат машинного времени, которые определяются 
в основном количеством циклов итераций, требуемых 
для достижения заданного качества восстановления. 
При этом жа длительность процесса итераций оказывает 
существенное влияние точность выбора начального (ну- 


левого) приближения решения ва. 

Зависимость нормы вектора невязки от числа цик- 
лов итераций к для различных случаев выбора началь- 
ного приближения показана на рис. 2.16. Как видно из 
графиков рис, 2.16, наименьшее количество итераций 
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Таблица 2.2 


Ошибка 


Нанменсванне 
метода 


М, ср 


Метод псевдообраще- 1,93 1,62 
н 


ия 
(в=1ю) 


Метод проекций 3,08 1,02 1,08 
цикла итераций) 


Метод регуляризации 2,84 ри 0,88 
(стабилизатор 1-го 
порядка) 


требуегся в том случае, когда за начальное приближе- 
ние берется сама наблюдаемая функция 5 = Ошибка 
в выборе начального приближения в большую ($%— 


А) или меньшую (5—РЛ) сторону приводит к су- 
щественному увеличению длительности итеративного 
процесса. 

Моделирование на ЭВМ метода регуляризации 
А. Н. Тихонова осуществлялось с применением стабили- 
заторов 1-, 2- и 3-го порядков. Оценка решения нахо- 
дилась по формуле (2.12), причем в качестве стабилиза- 
торов 2- и 3-го порядка использовалась норма второй 
и третьей производной сигнала (см. $ 2.1). 

Вычислительная процедура в методе регуляризации 
значительно проще, чем в методе псевдообращения и 
методе проекций. Алгоритм этого метода сводится к по- 
строению исходных и регуляризирующих матриц и их 
обращению. 

В результате моделирования установлено, что в дан- 
ной задаче увеличение порядка тихоновского стабилиза- 
тора при правильном выборе параметра регуляриза- 
ции а не приводит к улучшению качества восстановле- 
‚ния (рис. 2.17). Заметим, что повышение порядка ста- 
билизатора принципиально влечет за собой усложнение 
вычислительных алгоритмов и, как следствие, увеличе- 
ние машинного времени, 
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Конкретные наименьшие значения критериев качест- 
ва восстановления тестового сигнала для рассмотренных 
методов приведены в табл. 2.2. Для сравнения укажем 
величину ошибок до восстановления, т. е. значения со- 
ответствующих уклонений наблюдаемой функции /(х) = 
=. (х) +о(х) от тестового сигнала: 


"Млоах==тах |? (х) — (х) | =12,83; 
Мир=Е|(х)- 8+ (х) |=4,41; 0—81,34. 


Легко видеть, что в результате восстановления сиг- 
нала абсолютную ошибку, внесенную искажающей си- 
стемой и шумом, удалось уменьшить примерно в 4 раза, 
а дисперсию юшибки— в 30 раз. Конечно, столь значи- 
тельное улучшение получено при большом отношении 
сигнал/шум (Ф— 315). 

Из табл. 2.2 также видно, что в данной задаче ни 
один из методов нельзя считать абсолютно лучшим: ме- 
тод псевдообращения дал минимум абсолютной ошибки, 
метод проекций — минимум среднего значения модуля 
ошибки, метод регуляризации — минимум дисперсии 
ошибки. В среднем по всем критериям лучший резуль- 
тат получен методом регуляризации А. Н. Тихонова. 

Таким образом, целесообразность применения того 
или иного метода восстановления сигналов зависит от 
характеристик сигнала и шума, точности определения 
передаточной функции искажающей системы и критерия 
качества восстановления. При ‘отсутствии достаточной 
априорной информации о задаче обычно лучший резуль- 
тат достигается с помощью метода фегуляризации 
А. Н. Тихонова. Кроме того, передаточная функция вос- 
станавливающего фильтра Н. (о) в этом методе «глад- 
кая», в то время как функции Н»(®) для других мето- 
дов (кроме метода оптимальной фильтрации) имеют 
разрывы первого рода, как это видно из табл. 2.1. Нали- 
чие разрывов передаточной функции означает появление 
нулей в весовой функции й, (х), так как фурье-образ 
разрывной функции всегда носит колебательный харак- 
тер [72]. В конечном счете это приводит к определен- 
ным трудностям в реализации машинных алторитмов 
восстановления, > 
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2.7. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ СИГ- 
НАЛОВ 


При решении задач восстановления сигналов с по- 
мощью универсальных ЭВМ можно использовать раз- 
личные алгоритмы численного анализа основного инте- 
грального уравнения. Для уравнений типа свертки эти 
алгоритмы можно разделить на три груплы: алгоритмы 
обработки сигнала в частотной области при помощи пре- 
образования Фурье; алгоритмы прямого вычисления 
свертки сигнала с весовой функцией восстанавливающе- 
го фильтра; алгоритмы решения систем линейных алгеб- 
раических уравнений. Выбор того или иного алгоритма 
при прочих равных условиях зависит от требуемых за- 
трат ‘машинного времени и объема памяти, необходи- 
мого для хранения исходной информации и промежу- 
точных результатов пычислений. 

Алгоритмы обработки сигнала в частотной области 
предусматривают последовательное выполнение следую- 
щих процедур: синтез передаточной функции восстанав- 
ливающего фильтра согласно расчетным формулам ис- 
пользуемого метода восстановления (инверсная филь- 
трация, регуляризация решения по методу А. Н. Тихо- 
нова, оптимальная фильтрация и т. п.), вычисление 
преобразования Фурье от наблюдаемой функции, умно- 
жение спектра наблюдаемой фулкции на передаточную 
функцию восстанавливающего фильтра, вычисление 
обратного преобразования Фурье от восстановленного 
спектра сигнала. При этом основные затраты времени 
приходятся на вычисление преобразования Фурье. 

По аналогии с обычным (непрерывным) преобра- 
зованием Фурье под дискретным преобразованием 
Фурье (ДПФ) понимается операция [75] 


м1 
Е(р9) — У, Г (п) ехр (— 8пХ), (2.123) 
п=0 
где Х — интервал дискретизации функции ѓ(х) (область 
определения функции делится па № равных интервалов), 
п — номер дискретлого отсчета функции (х) (0—0, 
1: ‚ М—1), 9 — интервал дискретизации спектра 
У, р— номер дискретного отсчета спек- 
ыы 
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ДПФ переводит последовательность [(пХ) из № от- 
счетов в другую последовательность Р(р®), содержа- 
щую также М различных значений. Поэтому формула 
(2.123) определяет периодическую последователь- 
ность чисел с периодом № На ДПФ распространяются 
все свойства обычного, непрерывного преобразования 
Фурье. В частности, для ДПФ справедлива классическая 
теорема о свертке с той лишь разницей, что умножение 
двух ДПФ соответствует свертке периодических, а не 
апериодических функций. 

Для упрощения обозначений перепишем (2.123) 
в виде 

Мф 
Ер= У У”; р=0, 1,.... М — 1, (2.124) 
п=0 
где 


Е, = Р (р9); = (п); И ==ехр (— ЈОХ). 


Ясно, что для вычисления одного из коэффициентов 
Фурье ЁРр по формуле (2.124) требуется № операций 
умножения и столько же операций сложения комплекс- 
ных чисел. Для вычисления № коэффициентов требуется 
№ операций. Поэтому для вычисления комплексного 
спектра высокоинформативного сигнала на современных 
ЭВМ может потребоваться недопустимо много машин- 
ного времени. Так, например, вычисление спектра сиг- 
нала, имеющего 105 отсчетов, на БЭСМ-6 будет длить- 
ся 105 с, т. е. около 30 ч. 

Существенное уменьшение числа операций, требуе- 
мого для вычисления спектра, достигается с помощью 
алгоритмов так называемого быстрого преобразования 
Фурье (БПФ). Алгоритмы БПФ основаны на некоторых 
свойствах дискретного преобразования функций и их 
спектров. Рассмотрим эти свойства. 


Представим последовательность Г, из № значений функции 
(х) суммой двух последовательностей, „и |”, каждая из кото- 
рых состоит из Л/2 значений. Сделаем это так, что в первую после- 
довательность войдут значения [„, заданные в точках с четными 
номерами, а во вторую — с нечетными, т. е, положим „=, и 

5". == Гор где к=0, 1,..., М/2—1. 

Так как [„=[.-НГ”», сумму в (2.124) также можно разделить 
на две части, в одной из которых суммируются величины ў, задан- 
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ные на четных точках, во второй — на нечетных: 
м1 Мф Г м2 
рУ, вит, рт У) т У РА 
п=0. п=0 п=0 к=0 
м2—1 м1 М2--1 
+ Ў гро) У рро р РИ к 
6—0 «0 «о 
=0, 1, ..., М/2— 1. (2.195) 
Ясно, что суммы в правой части (2.125) для к от 0 до №/2—1 рав- 
ны Е’р и Ёр. Следовательно, для половниы всех значений спектра 
справедливо равенство 
Р = РРР"; р==0, 1, ... М/2-—1. (2.126) 
Можно показать (см. например, [117]), что для второй поло- 
вины коэффициентов Фурье выполняется равенство 


Еруар Е РРР р 0, 1, ..., №91. (2.197) 


Формулы (2.126) и (2.127) позволяют получить № значений Рр, 
имея по №/2 коэффициентов Фурье Ғ' и Р”ъь подпоследовательно- 
стей, заданных на четных и нечетных отсчетных точках. Коэффи- 
циенты Ё’ри Ё”р, в свою очередь, могут быть получены по форму- 
лам (2.126) и (2.127) в результате аналогичного разбиения [и Г”, 
на две части, по №/4 значений в каждой. Процедура разбиения под- 
последовательностей продолжается до тех пор, пока в полученных 
группах останется по одному числу. Этими числами являются эле- 
менты исходной последовательности [„. Таким образом, числа исход- 
ной последовательности являются первичным массивом для подста- 
новки в систему рекуррентиых соотношений, позволяющих вычис- 
лить числа Е». 

Наиболее эффективный алгоритм БПФ получается, когда число 
отсчетов выбрано так, что № = 2“ (= 1, 2, ...). В этом случае 
весь процесс вычисления Ёр проходит за р, итераций. Так как на каж- 
дой итерации из двух подпоследовательностей получается одна © 
вдвое большим количеством членов, то к-я итерация переводит 
2—1) подпоследовательностей с 2*—! значениями каждая в 2%—* под- 


последовательностей с 2 значениями каждая (к = 1, 2, ..., р). Обо- 
значив коэффициенты Фурье, получаемые при к-й итерации для і-й 
подпоследовательности, через (Ёр)(«), на основании (2.126) и (2.127) 
получим окончательные рекуррентные соотношения [117]: 


СВ Р о (е РӘ, 0.198) 


КЕ н) Е р - св 2) (Об, 219) 


к 1,2443 5 2-0, 1, а 28; ра, 1, 2. 1. 


п* 
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При к==1 величины (Р»)“1==(Рр)° есть значения исходной 
послеловательности Ё... 

На каждой итерации пара уравнений (2.128) и (2.129) решается 
1Х р раз, т. е. вполияетсх 98—11 2—1 9% — М операций коми- 
лексного умножения и столько же сложения. Все вычисления прово- 
дятся за р= юр» № итераций. В итоге для вычисления комплексного” 
спектра сигнала с М отсчетами алгоритм БПФ требует №105 № 
операций вместо № для алгоритма обычного ДПФ, и, следователь- 
ио, выигрыш в обьеме вычислительных операций составляет 
МЛорз М раз. Ясио, что указанный выигрыш тем больше, чем выше 
информативность исходного сигнала. Для фурье-преобразоваиия сиг- 
нала при №=10% с помощью БПФ на машине БЭСМ-6 требуется 
15 с, т, е, выигрыш по сравнению с ДПФ достигает несколько 
тысяч раз. 

Заметим, что каждое комплексное умножение на 
ЭВМ содержит четыре умножения и два сложения дей- 
ствительных чисел, а каждое комплексное сложение — 
два сложения действительных чисел. Кроме того, ма- 
шинная операция умножения эквивалентна по времени 
выполнения в среднем полутора операциям сложения. 
Поэтому пара комплексных операций умножения и сло- 
жения эквивалентна десяти приведенным операциям сло- 
жения действительных чисел (быстродействие БЭСМ-6 
составляет 108 приведенных операций сложения в секун- 
ду, что соответствует выполнению за секунду 105 ука- 
занных операций с комплексными числами). В дальней- 
шем будем оценивать объем вычислений по приведен- 
ным операциям. 

Суммарный объем вычислений для алгоритмов вос- 
становления сигналов в частотной области складывает- 
ся из объема вычисления обратной передаточной функ- 
ции (1,5№), умножения ее на стабилизирующий множи- 
тель (1,5№), вычисления прямого преобразования Фурье 
наблюдаемого сигнала (10/1005 №), умножения спектра 
на передаточную функцию восстанавливающего фильтра 
(1,5%), вычисления обратного преобразования Фурье от 
полученного произведения (10 100г №) и вспомогатель- 
ных логических операций (0,5). Таким образом, сум- 
марный объем вычислений с использованием БПФ со- 
ставляет примерно 5%(1--4 106» №) приведенных опе- 
раций. 

Требуемый объем памяти ЭВМ при обработке сиг- 
нала с № отсчетами в частотной области в среднем ра- 
вен 6№: № ячеек для хранения паблюдаемой функции, 
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М ячеек для хранения передаточной функции восстанав- 
ливающего фильтра и 4/ ячеек для запоминания дей- 
ствительных и мнимых частей комплексных функций, 
полученных на каждой итерации в алгоритме БПФ. 
В зависимости от организации вычислительных про- 
цедур возможно использование числа ячеек большего 
или меньшего, чем 6%. Так, если после первой итерации 
алгоритма БПФ наблюдаемый сигнал не хранится в па- 
мяти, то число требуемых ячеек может быть уменьшено 
до 5М. Если же возникает необходимость запомнить сам 
восстановленный сигнал (например, с целью дальней- 
шего уточнения процесса восстановления), то число 
ячеек памяти увеличивается до 7М№. В любом случае 
общее число ячеек памяти, привлекаемых для обработ- 
ки сигнала в частотной области, в несколько раз больше 
числа отсчетов сигнала. 

Алгоритмы прямого вычисления свертки сигнала 
с весовой функцией восстанавливающего фильтра пре- 
дусматривают формирование требуемой весовой функ- 
ции Р(х) и последующее вычисление дискретной сверт- 
ки ее с наблюдаемым сигналом [(х) по формуле 


м1 


$(пх) = У) н(пХ) тХ —– пХ); т==0,1,...,М— 1. 
0 ал 


Один из способов формирования весовой функции 
восстанавливающего фильтра заключается в том, что 
весовая функция расс зитывается как результат преоб- 
разования Фурье от передаточной функции восстанав- 
ливающего фильтра. Если Н (о) задана № отсчетами, то 
объем вычислений по формированию Нь (© )составляет 
ЗМ приведенных операций. На быстрое преобразование 
Фурье от Н»(®) будет затрачено 10№100х № приведен- 
ных операций, причем после процедуры БПФ будет то- 
лучена весовая функция /ь(х) с № отсчетами. Таким 
образом, объем приведенных операций по формированию 
весовой функции в этом способе равен Л(3--10100» №). 
Рассмотренный способ не самый экономичный, так как 
число М ненулевых отсчетов функции Й. (х), полезно 
используемых в дискретной свертке, обычно значитель- 
но ‘меньше №. 
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Более экономичным является формирование весо- 
вой функции восстакавливающего фильтра в виде ин- 
версного ядра. Этот способ основан на решении уравне- 
ния Ах) Ж №ь(х) = (х), где йе (х) — стабилизирующее 
ядро (фурье-образ стабилизирующего множителя К(о)). 
Ясно, что на получение корректного решения этого 
уравнения с использованием БИФ требуется затратить 
5М(1+4ю2М) приведенных операций. 

Вычисление дискретной свертки по формуле (1.130) 
В случае, когда весовая функция имеет М ненулевых от- 
счетов, требует выполнения МХМ операций сложения и 
столько же операций умножения. Для свертки действи- 
тельных функций потребуется всего около ЗММ приве- 
денных операций. 

Таким образом, суммарный объем вычислений с ис- 
пользованием алгоритмов свертки может меняться от 
5М (1+41о6ь М) -ЗММ до №(3-+10юв» №) --ЗАМ приве- 
денных операций в зависимости от способа формирова- 
ния ядра свертки. Соответственно требуемый объем 
памяти ЭВМ меняется от 6М-+ М до 6 М+М ячеек. 

Алгоритмы решения систем линейных алгебраиче- 
ских уравнений предусматривают выполнение линейных 
операций над матрицами (транспонирование и умноже- 
ние матриц, их обращение, умножение матрицы на век- 
тор и т. п.) в соответствии с выбранным ‘методом вос- 
становления сигналов на ЭВМ. Қак было показано 
ов $ 1.5, использование для решения основного матрич- 
ного уравнения алгоритма исключения Гаусса требует 
меньшего объема вычислений по сравнению к другими 
методами решения уравнения. Если специфические осо- 
бенности матрицы Н не учитываются, то общее число 
приведенных операций в алгоритме Гаусса пример- 
но равно Л--5№°. В конкретных методах восстановления 
это число еще увеличивается за счет дополнительных 
операций по формированию исходных матриц. Так, на 
получение оценки сигнала методом регуляризации 
А. Н. Тихонова по формуле (2.12) требуется ориенти- 
ровочно 4/2 1202 приведенных операций. 

В этом случае объем вычислений по сравнению 
с другими группами алгоритмов обработки сигналов су- 
щественно больше. Однако, если учесть специфику мат- 
рицы Н, можно добиться значительного уменьшения 
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объема вычислений. Как указывалось в $ 1.5, операция 
свертки приводит к матрице Н ленточного типа. При 
числе отсчетов весовой функции, равном М, получается 
матрица ю шириной ленты М==9г-| такая, что йии==0 
при |1-—и|>тг, где число г характеризует количество 
«ненулевых» диагоналей, расположенных по одну сто- 
рону от главной диагонали матрицы. Если к тому же 
матрица Н симметрическая, то упростить вычислитель- 
ную процедуру можно < ломощью треугольного разло- 
жения по схеме Холецкого [86, 87], которая основана 
на следующих соображениях. 

При треугольном разложении вида НТ для 
элементов нижней треугольной матрицы № справедливо 
равенство [и„=0, если |т—п|>тг. Элементы этой мат- 
рицы на «ненулевых» диагоналях вычисляют по следую- 
щим формулам: 

т—1 


һа Мы 


а: кетт 5 
а= (ип 2 
у У =. 
кетт 
где и=т—г, ..., т—1; т, ..., М. Далее решают 


основное матричное уравнение в два этапа (№6= и 
175=8) с помощью формул 
таг 
2 У 1а, 
хет! 
тт 


Количество приведенных операций, требуемых для 
получения оценки сигнала с использованием вычисли- 
тельного алгоритма Холецкого, примерно равно М№(г-+ 
+2)?. С учетом дополнительных операций на формиро- 
вание матриц общий объем вычислений, например при- 
менительно к методу регуляризации А. Н. Тихонова, 
составит примерно 4№2-+-12Мг приведенных операций. 
Так как обычно г«М, выигрыш в объеме вычислений 
по сравнению с алгоритмом ‘исключения Гаусса оказы- 
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Таблица 2.3 
Характеристика 
группа Объем вычислений, Объем памяти, 
алгоритиов пршеденных операций число ячеек 
тах | тіп Г к [әт 
Обработка 10% 5№(14-406,№) | 7м БМ 
сигнала В 
частотной 
области 
Прямое ЗҮМ-- змм-- бм |6м- 
вычисление | --(3--1010.) | --5/(14-4106,М) У 
свертки 
Решение 4 (УЗ?) мм мамы) мм 
системы ЗЗМОМ—1) 
алгебраи- 
ческих 
уравнений 


вается очень большим. Дальнейшее уменьшение объема 
вычислений возможно на основе учета теплицевой струк- 
туры матрицы Н, порожденной уравнением типа 
свертки. 

Для использования в полной мере преимуществ 
разреженной структуры матрицы Н в машинных про- 
граммах целесообразно распределять память ЭВМ толь- 
ко под ненулевые элементы матрицы. В случае несим- 
метрической ленточной матрицы для их размещения 
достаточно массива из №М(2г-1) ячеек. Такой же массив 
требуется для хранения элементов матрицы 1. В целом 
требуемый объем памяти ЭВМ для решения систем 
уравнений с ленточными матрицами составляет № (4г-+3) 
ячеек. В случае симметрической матрицы эта величина 
уменьшается вдвое. 

Ориентировочные оценки объема вычислений и па- 
мяти ЭВМ, требуемые для решения задач восстановле- 
ния сигналов, применительно к различным группам 
алгоритмов численного анализа сведены в табл. 2.3. 
Максимальные оценки соответствуют применению алго- 
ритмов обычного ДПФ, прямой свертки с вычислением 
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весовой функции через передаточную функцию системы 
и решению системы алгебраических уравнений методом 
исключения Гаусса, минимальные—использованию алго- 
ритмов БИФ, прямой свертки с формированием инверс- 
ного ядра и решению системы алгебраических уравне- 
ний с учетом ленточной структуры матриц. 

Анализ данных табл. 2.3 показывает, что когда чис- 
ло отсчетов М весовой функции сравнимо по порядку 
величины с числом отсчетов наблюдаемой функции, сле- 
дует отдать предпочтение алгоритмам обработки сигна- 
ла в частотной области с использованием БПФ, которые 
обеспечивают минимальный объем вычислений, Если же 
М<< М, причем соблюдается ориентировочное неравенст- 
во ЗМ -<5(1+ 406: №), то наименьший объем вычислений 
достигается с помощью алгоритмов прямого вычисления 
свертки. Алгоритмы, основанные на решении системы 
алгебраических уравнений, по объему вычислений в це- 
лом проигрывают другим алгоритмам. Но при больших 
М и малых М объем вычислений для решения системы 
алгебраических уравнений с ленточными матрицами 
оказывается того же порядка, что и объем вычислений 
прямой свертки. 

Минимально необходимый объем памяти ЭВМ имеет 
одинаковый порядок величины для всех групп алгорит- 
мов. При больших М наименьшее количество ячеек тре- 
буется для алгоритмов прямого вычисления свертки, 
наибольшее — для алгоритмов решения системы алгеб- 
раических уравнений. 

Следует отметить, что хотя алгоритмы, основанные 
на решении системы алгебраических уравнений, по 
объему вычислений и памяти ЭВМ несколько хуже 
алгоритмов других групп, они довольно широко приме- 
няются в задачах восстановления сигналов. Это объяс- 
няется тем, что алгоритмы этой группы в отличие от 
других можно использовать как для решения уравнений 
типа свертки, так и для решения линейных интеграль- 
ных уравнений других типов. 

Требуемые объемы вычислений и памяти ЭВМ 
играют особую роль в случае обработки сигналов, за- 
висящих от нескольких переменных. Типичным приме- 
ром являются задачи восстановления изображений — 
функций двух пространственных переменных. Предполо- 
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жим, что изображение / (х, у) задано отсчетами на квад- 
ратной сетке из МЖМ элементов. Вычисление двумер- 
ного ДПФ от этого массива производится последова- 
тельно в два этапа: сначала по строкам, затем по столб- 
цам. На каждом этапе выполняются одномерные пре- 
образования. Как уже отмечалось, для вычисления 
М коэффициентов Фурье строки требуется 10№ приве- 
денных операций. При квадратной сетке отсчетов изо- 
бражение содержит М строк и, следовательно, для вы- 
числения всей матрицы коэффициентов Фурье требуется 
10№ приведенных операций. Столько же операций тре- 
буется для преобразования по столбцам. В итоге для 
получения комплексного спектра изображения необходи- 
мо 20№ приведенных операций. Для примера объем 
вычислений методом ДПФ слектра изображения одного 
кадра вещательного телевизионного стандарта (А500) 
составляет 2,5-10° операций. В алгоритме БПФ для пре- 
образования № чисел строки требуется 10/1022 №, а для 
получения всех отсчетов двумерного спектра—20№210р› М 
приведенных операций. В рассмотренном примере объем 
вычислений сокращается за счет применения БПФ при- 
близительно на два десятичных порядка, но все равно 
составляет большую величину: 4,5 ·10? операций. 

При непосредственном вычислении свертки двух 
двумерных функций, имеющих по МЖМ и МХМ отсче- 
тов соответственно, объем вычислений пропорционален 
величине №Ж/М?. Но, если анализируются функции 
с разделяющимися переменными, объем вычислений 
можно сократить приблизительно в ММ/2 раз приме- 
нением раздельной обработки по строкам и столбцам. 
Алгоритмы, предусматривающие решение систем линей- 
ных алгебраических уравнений, невыгодны для обра- 
ботки изображений, так как порядок матрицы Н оказы- 
вается пропорциональным квадрату числа отсчетов. 

Обработка высокоинформативных сигналов — изо- 
бражений накладывает определенные требования и на 
организацию машинной памяти. В данном случае объем 
оперативной памяти ЭВМ может оказаться недостаточ- 
ным и потому сигнал, подлежащий обработке, а также 
результаты вычислений приходится хранить во внентей 
памяти машины (на магнитных барабанах, дисках или 
лентах). В этом клучае общее время обработки сигнала 
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РМ. 


. 


Рис. 2.18, Пример обработки 
изображения на ЭВМ: 

а— дефокусированное изо- 
бражение, подлежащее об- 
работке; б, в, г — изображе- 
ния, восстановленные мето- 
дом регуляризации А. Н. Ти- 
хонова 


зависит не только от длительности вычислений, но и от 
времени, затрачиваемого на обмен информацией с внеш- 
ними устройствами памяти. Число циклов обмена 
с внешними устройствами при обработке изображения, 
состоящего из МЖМ элементов, оказывается пропорпие- 
нальным величине №3/В, где В — объем той части опе- 
ративной памяти ЭВМ, которая используется для запо- 
минания отсчетов сигнала. В случае больших № дли- 
тельность циклов обмена с внешними устройствами 
может быть много больше длительности вычислений. 

В связи с этим задачи восстановления изображений 
требуют развития проблемно-орнентированных алгорит- 
мических языков, учитывающих особенности ввода 
в ЭВМ, организации хранения, обработки н вывода из 
ЭВМ больших информационных массивов. 

Пример эксперимента по машинной обработке изображения 
показан на рис. 2.18. Исходное тестовое изображение вволилось 
в ЭВМ М-222 с помощью передающего комплекта фототелеграфкой 
аппаратуры «Нева» через преобразователи аналог—цифра в виде 
массива из 256256 элементов. Процесс искажения изображения 
(в данном примере процесс дефокусировки) моделировался на ма- 
шине. Искаженное изображение (рис. 2.18,а), подлежащее восста- 
иовлению, обрабатывалось алгоритмом, основанным на методе 
регуляризации А. Н. Тихонова. Восстановленные изображения 
(рис, 2.18,0—г) выводились из ЭВМ на приемный комплект фототе- 
леграфной аппаратуры «Нева» через преобразователн цифра — ана- 
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лог. Различные восстановленные изображения соответствуют раз- 
личным значениям параметра регуляризации а. 

Хорошее визуальное качество восстановления было достигнуто 
при а=10-—10-? (рис. 2.18,6, г). При ббльших значениях а на 
качестве изображения обычно ‘сказывается неполная компенсация 
искажений, при меньших — существенно проявляется ложная шумовая 
структура, порождеииая неустойчивостью решения. Так, при а=10-5 
изображение оказалось слишком «зашумленным» (рис. 2.18,6). 

Несмотря на то, что в даниом примере машиниой обработки 
изображения информативиость входного сигнала была не очень ве- 
лика (256256 отсчетов) и использовался одии из быстрых алгорит- 
мов восстановления, длительность обработки одного изображения на 
машине М-222, имеющей быстродействие —20 тыс. приведенных опе- 
раций в секунду, с учетом времени обмена с внешними устройства- 
ми составила около 1 ч. 


Недостаточная производительность универсальных 
ЭВМ при решении задач восстановления высокоинфор- 
мативных сигналов объясняется принципом последова- 
тельной обработки, лежащим в основе действия совре- 
менных вычислительных машин: каждый отсчет сигнала 
последовательно выбирается из памяти и используется 
в вычислениях независимо от других отсчетов. Сущест- 
венный прогресс в скорости обработки таких сигналов 
может быть достигнут с помощью мультипроцессорных 
ЭВМ будущих поколений и средств олтической обработ- 
ки информации, специально предназначенных для па- 
раллельного анализа больших массивов данных. 


З 


ВОССТАНОВЛЕНИЕ 
СИГНАЛОВ 
МЕТОДАМИ 
ОПТИЧЕСКОЙ 
ОБРАБОТКИ 
ИНФОРМАЦИИ 


31. ТЕОРИЯ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ОПТИЧЕСКОГО ВЫЧИСЛИ- 
ТЕЛЬНОГО УСТРОЙСТВА 


Основным достоинством методов оптической обра- 
ботки информации является возможность практически 
мгновенного вычисления результатов умножения и пре- 
образования Фурье комплексных функций одной или 
двух переменных. Класс математических операций, ко- 
торые могут быть реализованы с использованием только 
двух базовых операций, а именно, умножения и преоб- 
разования Фурье, оказывается довольно широким и 
включает в себя операции интегрирования и дифферен- 
цирования функций, свертки ‘и корреляции, а также 
различные иктегральные преобразования [6]. Ниже бу- 
дет показано, что реализуемый оптическими средствами 
класс математических операций вполне достаточен для 
осуществления различных алгоритмов восстановления 
сигналов. 

Возможность выполнения операции умножения 
комплексных функций с помощью оптических систем 
основана на модуляции когерентного светового потока, 
прошедшего через транспарант с заданным комплексным 
пропусканием, пространственными неоднородностями 
этого транспаранта. В простейшем случае изменение 
прозрачности транспаранта соответствует амплитудной 
пространственной модуляции потока, а изменение пока- 
зателя преломления транспаранта или его толщины 
(т. е. изменение поверхностного рельефа) — фазовой 
пространственной модуляции. Очевидно, что нормально 
падающая на трапсларант монохроматическая световая 
волна с плоским волновым фронтом на выходе из транс- 
паранта представляет функцию комплексного пропуска- 
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ния самого транспаранта. Такая же волна, прошедшая 
последовательно через два транспаранта, дает произве- 
дение функций пропускания этих транспарантов. Таким 
образом, для того, чтобы осуществить умножение не- 
скольких комплексных сигналов оптическим методом, 
достаточно преобразовать эти сигналы в соответствую- 
щие ‘изменения амплитудного и фазового пропускания 
транспарантов, собрать эти транспаранты в «стопку» и 
осветить их параллельным монохроматическим пучком 
света. Пространственные изменения амплитуды и фазы 
выходной световой волны будут отвечать произведению 
умножаемых комплексных сигналов. Для умножения 
вещественных сигналов достаточно использовать ампли- 
тудную часть функции пропускания, а фазу волны не 
модулировать. 

Возможность выполнения преобразования Фурье 
с помощью оптических систем базируется на основных 
результатах скалярной теории световых волн [91, 92]. 
К таким результатам относятся формулы для расчета 
дифракции света на плоском экране с заданным про- 
пусканием в ближней зоне (дифракция Френеля) и 
в дальней зоне (дифракция Фраунгофера). 


Если на плоский экран (транспарант), характеризующийся 
комплексным пропусканием [(&, 1), падает плоская монохроматиче- 
скгя волна света, имеющая волновое число А=2л/д, (А — длина вол. 
ны света) и распространяющаяся в направлении 2, перпендикуляр- 
ном плоскости экрана, то комплексная амплитуда поля в некоторой 
точке с координатами х, и, 2, расположенной в ближней зоне (непо- 
средствеино за траиспарантом), равна (аппроксимация Френеля) 


е (жи, 2) = А (2) (ле, эх 


хер (л-во) а, в) 


где 
А(2)=—і ехр(— е2) Аг, 
Здесь и далее под комплексной амплитудой моиохроматического ко- 
лебания понимается комплексное число, модуль которого равен 
амплитуде колебания, а аргумент — фазе. Для того чтобы ошибки 
аппроксимации Френеля были достаточно малыми, требуется соблю- 
дение условия 2<0/А, где 4 — наибольший линейный размер транс- 
шаранта. В дальней зоне справедлива формула (аппроксимация 
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Фраунгофера) 
ф(х. 0, 2) = 


ЕЕЕ 
где РА 


в 1916. 


Из последней формулы следует, что в области наблюдения, 
расположенной в дальней зоне, комплексная амплитуда поля с точ- 
ностью до экспопенциального множителя В (2) связана с функцией 
пропускания экрана двумерным преобразованием Фурье. 

Действительно, обозначая 


(8.3) 


видим, что интеграл в правой части (3.2) есть преобразование Фурье 
от КЕ 1) с простраиственными частотами фх и «у: 


И нео оров орд асет 1Р5, 0) Боно. 


(8.4) 


Отметим, что пространственные частоты здесь имеют очевид- 
ный физический смысл: они определяют направления распростране- 
ния плоских волн, по которым разлагается сложная волна, дифра- 
тированная на транспаранте. Заметим также, что волновые процес- 
сы в оптических системах рассматриваются не во временных, 
а в пространственных координатах. Поэтому принцип причинности 
(отклик не может появиться раньше времени иачала воздействия) 
и связанные с иим ограничения физнческой реализуемости тех или 
иных форм частотных характеристик не имеют места для оптических 
волновых систем. Роль прошлого и будущего играют правая и ле- 
вая стороны, не обладающие асимметрией, с которой связан прин- 
цип причинности '[90]. Компенсация влияния множителя В (2) в ор 
муле (3.2) во многих приложениях не обязательна, так как все 
физические детекторы светового излучения все равно регистрируют 
не комплексную амплитуду света, а его интенсивность, которая 
в наших обозначениях совпадает с квадратом модуля комплексной 
амплитуды. Иначе говоря, вместо функции В(г) (оа, у) обычно 
регистрируется величина |В(2)Е (о, оу) |, при формировании кото- 
рой экспоненциальный множитель В (2) исчезает: 


18 (2) (оз, ©) [2== [8 (2) Е (оз, оу) [В (2) Е (вх, Фу) ]*= 
= 16005, Фь) |2. 
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Ошибки аппроксимации Фраунгофера обычно считают достаточ- 
но малыми, если 22-2542, [98]. Это условие приводит к необходи 
мости значительно удалять область наблюдения от илоскости транс- 
паранта при выполнении операции преобразования Фурье. Так, на- 
пример, при %=0,6 мкм и 4=2 мм расстояние г от транспаранта до 
области наблюдения и, следовательно, длина оптического пути 
в устройстве для вычисления преобразования Фурье должпы быть 
пе меньше 200 м. 

Однако требованне к величине 2 может быть существенно сни- 
жено и соответственно уменьшены габариты оптического вычисли- 
тельного устройства, если транспарант освещается «сходящейся» 
световой ВОЛИОЙ, что достигается размещением собирающих линз 
между плоскостью транспаранта и нлоскостью регистрации. По су- 
ществу, идеальная собирающая линза с фокусным расстоянием ї 
эквивалентна транспаранту, имеющему чисто фазовое пропуска- 
ние вида 


в 
Ёо, 0) = ехр | аг (4-09) |- (3.5а) 


Аналогично, рассеивающая лииза характеризуется функцией 
пропускания 


ГА 
Ра, 9) = ехр р эр б + |. (3.55) 


С этой точки зрения различие между оптическими элементами, фор- 
мирующими из волны с плоским волиовым фрочтом сходящиеся и 
расходящиеся световые пучки, заключено только в знаке экспонен- 
тальных выражений (35а) и (3.56). 


Реальные оптические вычислительные устройства 
состоят из набора транспарантов и линз, расположен- 
ных на различных расстояниях друг от друга. Рассмот- 
рим действие элементарного однолинзового устройства, 
Для упрощения результирующих выражений будем счи- 
тать входной сигнал функцией одной пространственной 
переменной. В идеальном <лучае такой сигнал записы- 
вается в виде распределения комплексного пропускания 
вдоль бесконечно узкой дорожки на транспаранте. 
Будем считать, что вне этой дорожки транспарант 
абсолютно непрозрачный. Это позволит свести задачу 
к рассмотрению дифракции света на бесконечно узкой 
щели < переменным пропусканием. 

Пусть транспарант с сигналом |(Ё), записанным на 
щели длиной 2а, установлен в плоскости П; (рис. 3.1) и 
освещен монохроматической волной с плоским волновым 
фронтом. В плоскости Пз на расстоянии 2; от транспа- 
ранта в ближней зоне находится идеальная собираю- 


3.1. Теория элементарного оптического устройства 171 


Е. 7 
— ми в 


р | 


ГАО] 0] 


Рис. 3.1. Схема элементар- 
мого оптического вычисан- 
тельного устройства 


ГА РА ГА 


щая линза, имеющая фокусное расстояние # и размер 
726 (причем ё>а). Требуется определить поле в пло- 
скости /7з, расположенной на расстоянии 22 ют линзы. 
Так как мы рассматриваем одномерный сигнал, факти- 
чески нас интересует распределение комплексных ампли- 
туд поля не на всей плоскости Лз, а только вдоль ли- 
нии и. Поэтому в (3.1), (3.2) и (3.5) мы будем учиты- 
вать лишь одну пространственную переменную. 

Обозначим через ф- (с) и ф+(с) комплексные ампли- 
туды поля на входном и выходном зрачке линзы соот- 
ветственио. Если расстояние 22 выбрано так, что оно 
удовлетворяет условию ‘ближней зоны, то комплексная 
амплитуда поля ф(и) в плоскости Из и функция ф+(с) 
с учетом апертурных ограничений будут связаны фор- 
‘мулой (см. (3.1) 


(— 


Ф-АЬ |Р! ерте. 


где Р(с| б) — индикаторная функция размера линзы 
(Р(о|)=1 при |о|<< и Р(с|6)=0 при |в|>5). 

Возмущение в плоскости входного зрачка линзы 
$ (с) связано с функцией комплексного пропускания 
транспаранта }(Е) аналогичной формулой 


$ @=4А@) {тераа е 5-69" | 


— 


тде Р(&|а) — индикаторная функция размера транспа- 
анта, равная Р(Е|а)=1 при ||<а и Р(Е|а)=0 при 
|82. 
12—866 
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Так как идеальная собирающая линза рассматри- 
вается нами как транспарант с чисто фазовым измене- 
нием пропускания, аналогичным (3.5а), связь между 
комплексными амплитудами поля на выходе и входе 
линзы в одномерном случае имеет вид 


тя Ферт (ге). 


Обозначим #/221==сь, Е/2ї== со, №]22.==сз и найдем 
связь между ф (м) и | (&). Используя формулы для ф(и), 
$7 (6) и ф+(с), получим 


фи) =А(е,) А(2,) ехр (си) ў ТОРЕ! а) ехр (јс) Х 
2 ехр (— 122,9) ехр [ (с, — с, с) РЄ Х 


Хер (— [сие] аЕао. 6.6) 


Введем понятие масштабного преобразования 
Фурье [6]. В отличие от прямой и обратной операций 
обычного преобразования Фурье 


5ио= { 10) хр Јох) х= Р), 


5 Ро] =- 


под масштабным преобразованием при е>0 будем по- 
нимать следующие прямую и обратную интегральные 
операции: 


$17 091= | Р(х) ехр (— јевх) ах, 


$ Фо =-— т Фа) ехр (јехз) бо. 


Из свойств обычного м Фурье [11] 


пех 5. (2); (2) Зее 
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следует, что 


Ре = 8 ШЕ 


27 
Е 

со 
—- 

== 
~ 
ъ= 
22 


б Ф119) 8 [7 


ет Е 8 7. 


Пользуясь этими формулами, можно показать, что 
последовательное применение двух масштабных преоб- 
разований Фурье (прямого и обратного) с различными 
масштабами е и 4 приводит к изменению масштаба 
аргумента функции в отношении 0/е. Действительно, 


а Еа р 18-10) 


= а = =: 26. 
тат 8 
Применение двух однотипных масштабных преобразо- 
ваний приводит к изменению знака аргумента функции: 


РО 8- ис. 


Запишем телерь формулу (3.6) в символическом 
виде: 


А) Або) ерси) 8 (екг, – Бс) 1 
РЄ ГӨР) кре. 87 


2 
где $ означает операцию преобразования Фурье масшта- 
и 


2с; 
ба 2, с частотной переменной и, а% — операцию преоб- 


разования Фурье масштаба 20, с частотной переменной о. 
12* 
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Используя теорему Бореля о свертке, из (3.7) на- 
ходим 


ФА) А ер (саз) 8 ехо, с. с 


ж бге (8 (гел | бах 
Хх (51р ое |). 85) 


Вычислим составляющие выражения (3.8). С по- 
мощью табличной формулы [11] 


Зри р 0—1) 


и рассмотренных выше свойств масштабного преобразо- 
вания Фурье для первого из фурье-образов в правой 
части (3.8) при с1--с322с2 получим 


б {ехр [| (с, — с, с.) у — еј аба 9 |= 
= (у т) (с.с) Х 


Хе]. (3.9) 


Далее находим 


Рав. |202. 


с. ш 5 
(б І у 3, Вы) (8.11) 
Реа = (иеа, РУР 


#1 йек т) == е (/ =. «). (3.18) 
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Подставляя (3.9) — (3.13) в (3.8), получаем результи- 
рующее выражение 


#09 = Секр (ел Гек [= і 24| іж 


а 


па), 
(8.14) 


где в константе С учтены все мкожители, не зависящие 
от и. 

Формула (3.14) дает наиболее общее описание поля 
в выходной плоскости элементарного оптического вычис- 
ялительного устройства. Для уяснения ее физического 
смысла рассмотрим идеализированный случай, считая, 
что длительность сигнала и ширина линзы бесконечны. 

Так как функция ѕіп тх/х при т—+оо стремится 
к ӧ-функции, находим 


ўт 0 @6/2с,) 
шт 


6-5 


80). (3.15) 


Далее, так как условие бесконечной длительности сиг- 

нала эквивалентно неограниченности области определе- 

ния его индикаторной функции, имеем 

аР (а-а) 
я 


аэо 


(8.16) 


Подстановка (3.15) и (3.16) в (3.14) с учетом филь- 
трующего свойства ё-функции приводит к результату 


бер [а 
ка) ө 


Если расстояния 21, 2» и { между плоскостями опти- 
ческой системы удовлетворяют условию фокусировки 


$ (0) =Сехр (іс?) 


(3.18) 
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которое достигается в пределе, когда с!--сз—>с2, то 
в этом случае 


ехр |- 15 к “ =8 (4. (3.19) 


Следовательно, при выполнении условия (3.18) ком- 
плексная амплитуда поля в выходной плоскости опти- 
ческой системы, показанной на рис. 3.1, как видно из 
(3.17) и (3.19), равна 


#0=С ері (2,4-2) 1(-2). 20 


Так как су==/921, сз=]222 и в рассматриваемом 
случае 
а ря ЕЕ к 
+ =. с, (с. аа с) с» в оа) аа Т 


из (3.20) находим 
д ехр (7-8) (2-и). (3.91) 


Таким образом, распределение комплексных амплитуд 
поля в плоскости, оптически солряженной с плоскостью 
транспаранта, пропорционально функции сигнала (объ- 
екта), у которой масштаб независимой переменной изме- 
нен в —21/22 раз. Это вполне согласуется с представле- 
ниями геометрической оптики: идеальная линза строит 
в сопряженной плоскости перевернутое изображение 
объекта, увеличенное (или уменьшенное) в 21/22 раз. 
Экспоненциальный множитель в (3.21) не проявляется 
в видимом изображении, так как глаз человека, анало- 
гично другим физическим детекторам, реагирует только 
на интенсивность света, т. е. на квадрат модуля функ- 
ции (а). я 

Для того чтобы оптическую систему рис. 3.1 пере- 
вести из режима построения изображения в режим вы- 
полнения преобразования Фурье от | (Е), достаточно 
вместо условия фокусировки (3.18) выполнить другое 
условие: 2.= (плоскость наблюдения совпадает с зад- 
ней фокальной плоскостью линзы). При соблюдении 
этого условия систему называют оптическим фурье-ана- 
лизатором. 
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Рассмотрим наиболее общий случай построения 
оптического фурье-анализатора: 


дБ гаі бг; |52|=. (3.22) 
Представим формулу (3.6) в виде 


А) А) ерем) ГО Рекс) Х 
Хере, — 0,1-0) 1Р1 ехо {— 25 [< (Е 


еи) ао) Аб) хр (си?) ГОРН®Х 
Хехр (2) ( |? (616) еру, с, с) <] Ж 


Х ехр [— 20, ЕСЕ «|= (3.23) 


Для вычисления интеграла в угловых скобках в (3.23), 
который будем рассматривать как масштабное преобра- 
зование Фурье с частотной переменной (&+-сзи/с!), вос- 
пользуемся теоремой о свертке и формулами типа (3.9) 
и (3.10). В результате получим 


$60 = Сехр бсш") [Тб екр бор) Х 


за [Е сег!) 6/20] 
х| 84 сасг ш Е 
ж ехр |- Гаа ( +20 у} &. (8.24) 


При достаточно больших значениях В 


эт [(Е - с») 6/2, ] я 
= ъ 3.25) 
ег + “) © 
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Учитывая (3.25) и используя фильтрующее свойство 
5-функции, из (3.24) находим 


со 
д Сехр) [РС дербе 9 Ж 
ра 
Хек |1 (ауе (8.96) 
Подставляя в (3.26) значения сі, с и сз, соответст- 
вующие условиям (3.22), а именно 
А В 
а= рау. 2—0 р, 


из (3.26) получаем результирующее выражение 


ЕЕ (терех 


хе І (+ и) | а 
=С ер( ж) ехр [- их 
х (гое ер по ЕЕ 


Х екр(- рш аЕ==Сехр (= 23 “)х 


х [19Р ае 54) &. 
Если Р(Е| а) =1 для всех &, то 
0С е(= іти) 9 ер(- лек ЧЕ. 


627) 
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Таким образом, комплексная амплитуда поля в зад- 
ней фокальной плоскости линзы пропорциональна ре- 
зультату преобразования Фурье от функции пропускания 
транспаранта, умноженному на экспоненциальный мно- 
житель, зависящий от расстояния между транспарантом 
и линзой. По существу, этот множитель определяет сред- 
нюю кривизну сферического волнового фронта вблизи 
фокальной плоскости линзы. 

Экспоненциальный множитель отпадает, если транс- 
парант установлен точно в передней фокальной плоско- 
сти линзы (62==0). Во всех других случаях его можно 
устранить только тогда, когда область наблюдения 
является не плоскостью, а сферой соответствующей кри- 
визны. Так как обычно регистрируется ‘не комплексная 
амплитуда, а интенсивность света, на практике не при- 
нимают слециальных мер для устранения экспоненци- 
ального множителя. Более того, часто стараются уста- 
новить транспарант с входным сигналом вплотную 
к линзе (этим достигается увеличение произведения по- 
лосы частот на протяженность анализируемого сигнала 
[6]) либо даже разместить его за линзой (этим дости- 
гается возможность управления масштабом фурье-пре- 
образования просто перемещением транспаранта вдоль 
оптической оси [93]). 

"Следует отметить, что для сложных оптических си- 
стем, содержащих большое число оптических элементов, 
прямой расчет системы для работы в ‘режиме фурье- 
анализатора довольно сложен. Однако требуемое поло- 
жение плоскости входного транспаранта и частотной 
плоскости анализатора может быть найдено по обыч- 
ным законам геометрической оптики. В частности, 
фурье-спектр всегда формируется в плоскости изобра- 
жения точечного источника света независимо от коли- 
чества линз и расположения входной плоскости. По 
этой причине в обычной схеме с параллельным осве- 
щающим пучком частотная плоскость совпадает с зад- 
ней фокальной плоскостью анализирующей линзы, так 
как в этой плоскости находится изображение точечного 
источника, удаленного в бесконечность. 

Отметим некоторые особенности работы оптическо- 
го вычислительного устройства в режиме фурье-анали- 
затора. Предположим, что Р(Е|а)==1 для всех & (когда 
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а—-оо), и представим (3.27) в виде 
РА 2: 
д бек (+ ии) (и), (3.28) 


тде Р(-) — фурье-образ функции [(Е), ?лш/А — про- 
странственная частота. 

Допустим сначала, что транспарант освещен свето- 
вым пучком, падающим под углом В к оси &. Это экви- 
валентно умножению функции [(Е) в (3.27) на экспо- 
ненциальный множитель ехр (је ѕіп В) и, следовательно, 


#09 = Сер [ + атаве 
ХЕ 04-190]. 


Таким образом, центр дифракционной картины, ото- 
бражающей фурье-образ функции }(&), при освещении 
наклонным пучком оказывается смещенным ют оптиче- 
ской оси системы в плоскости Лз на величину [эт В. 

Допустим теперь, что транспарант смещен во вход- 
ной плоскости П; на величину ёо вдоль оси Ё, а осве- 
щающий пучок остался параллельным оптической оси. 
Это эквивалентно замене в (3.27) функции КЕ) функ- 
цией | (5—8). 

В соответствии с ‘известным свойством преобразо- 
вания Фурье 


81 6—6) =ехр(— 8.) 8 [Р ©] 


получим 
ф(и, +) Секр(+ 1 5 уер ( И ыы и). 


Олнако модуль комплексной амплитуды поля и, следо- 
вательно, интенсивность света при этом не изменяется. 
Поэтому видимые дифракционные картины от объекта, 
центрированного ‘относительно оптической оси, и от сме- 
щенного объекта тождественны. 

При анализе двумерных сигналов КЬ, п) все при- 
веденные выше формулы сохраняют силу с той лишь 
разницей, что в аргументах функций добавляется еще 
одна независимая переменная. В частности, формулы 
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(3.21) и (3.28) соответственно принимают вид 
4, — Сер НЕ ш] ( аа — 21 )) 


м —Сер[ + 1-92 вео (т и. Е о). 


Именно способность оптических вычислительных 
устройств к параллельной обработке больших массивов 
информации, представленной в виде двумерных полей 
(изображений), определяет их большие потенциальные 
возможности. Если ‘анализу подлежат одномерные сиг- 
калы, то вторую координату используют для реглиза- 
ции многоканальной обработки. При спектральном ана- 
лизе в этом случае применяют оптические системы со 
сферическими и цилиндрическими линзами, настроенные 
так, что по одной из координат выполняется преобра- 
зование Фурье, а по другой строится изображение. 
Используя в качестве входного транспаранта обычную 
35-миллиметровую фотопленку с разрешающей спо- 
собностью 100 мм-!, теоретически возможно реализовать 
параллельный спектральный анализ одновременно 
в 1000 каналах. Технические подробности оптического 
спектрального анализа сигналов читатель можег найти 
в специальной литературе [6, 94, 95]. 


3.2. ОПТИЧЕСКИЕ УСТРОЙСТВА ДЛЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
СИГНАЛОВ 


В гл. 1 и 2 было показано, что большинство мето- 
дов восстановления сигналов можно реглизовать с по- 
мощью линейных систем, выполняющих операцию 
свертки наблюдаемой функции [(х) с весовой функцией 
восстанавливающего фильтра А, (х): 


толоо 


50) 


С практической точки зрения такие методы восстанов- 
ления отличаются лишь формой весовой функции и сло- 
собом вычисления интеграла свертки. 
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Рис. 3.2. Схема оптической 
системы” дли выполнения 
операции свертки функций 


п № Л: љ 25 


С помощью оптических вычислительных устройств 
легко осуществляются два основные способа вычисления 
свертки: прямое интегрирование с весом н вычисление 
ее с помощью преобразования Фурье на основе теоремы 
о свертке. 

Для того чтобы оптически выполнить операцию 
интегрирования функции ј (8) с весом А. (Ео—Е), требует- 
ся зарегистрировать функции (Е) и А(—&) на отдель- 
ных транспарантах, собрать эти транспаранты в «стоп- 
ку» при относительном смещении их в параллельных 
плоскостях вдоль оси & на величину & и зарегистриро- 
вать интегральный световой поток, прошедший через оба 
транспаранта. В идеальном случае бесконечных линей- 
ных размеров трансларантов величина этого светового 
потока будет пропорциональна одному значению инте- 
грала свертки, соответствующему смещению х=Е. Для 
получения всех значений операции свертки необходимо 
осуществить регистрацию выходного потока при всех 
значениях относительного смещения транспарантов. Сте- 
пень когерентности света в такой оптической схеме не 
ипрает существенной роли. 

Однако при когерентном освещении выполнение 
операции свертки возможно как путем интегрирования 
с весом, так и с помощью преобразования Фурье. Пока- 
жем, что для реализации обоих способов вычисления 
свертки можно использовать одну и ту же оптическую 
систему, показанную на рис. 3.2. Эта оптическая система 
состоит из двух последовательно установленных элемен- 
тарных оптических вычислительных устройств (рис. 3.1) 
и содержит две ‘идеальные линзы Л; и Л, с одинаковым 
фокусным расстоянием, равным Г. В плоскости П, уста- 
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новлен транспарант с записью функции [(Ё) (будем 
считать, что —оо < < оо, а значение [ (0) приходится на 
точку пересечения плоскости Лу с оптической осью си- 
стемы). 

Пусть расстояния между плоскостями П;—=Пә, П2— 
Пз, Пз—Пь П,—П равны 21, 22, 2з, 2, соответственно. 
Предположим сначала, что плоскости П; и Пз оптически 
сопряжены, т. е. что расстояния 21 и 2: удовлетворяют 
условию фокусировки (3.18). Для определенности по- 
ложим 

аа. (3.29) 
Тогда в плоскости Пз будет формироваться изображение 
предмета, находящегося в плоскости 1, т. е. согласно 
(3.21) будет воспроизводиться функция комплексного 
пропускания тракспаранта, умноженная на экспоненци- 
альный множитель, характеризующий среднюю кривиз- 
ну волнового фронта: 


906 ех (7:2) 1-4). 


Установим в плоскость /1з маску-транспарант с за- 
писью функции /№»в(и) так, чтобы начало отсчета функ- 
ции йь(и) было сдвинуто относительно оптической оси 
системы на величину Ёо. Тогда комплексное пропускание 
транспаранта будет йв(&0--и). Выберем расстояния 2з 
и 2 так, чтобы оптическая система, расположенная 
справа от плоскости [з работала в режиме фурье-ана- 
лизатора. Для этого положим 

га; <=. (3.30) 

Комплексная амплитуда поля сразу за плоскостью 
Пз равна произведению }(—и) № (&--и), а в плоскости 
П» без учета экспоненциальных множителей, определяю- 
щих кривизну волновых фронтов в пространстве между 
плоскостями /7;— П; и П, П», пропорциональна функции 


п) (9 Іри) аи. 330) 


Заменяя в (3.31) переменную и на & по формуле 
Ео--и= Е, видим, что в точке р==0 плоскости Пь (на опти- 
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ческой оси системы) величина комплексной амплиту- 
ды поля пропорциональна значению интеграла свертки: 


хо [иона {лол 9. 
= Ба (3.39) 


Для иллюстрации способа вычисления свертки в оп- 
тической системе рис, 3.2 при помощи преобразования 
Фурье положим 


20==24==1; гуа=ї бар; гз даз. (3.33) 


В этом случае систему рис. 3.2 можно рассматривать 
как два последовательно установленных фурье-анализа- 
тора. Такая система обладает свойством переноса функ- 
ций, заданных в плоскости Па, в ‘плоскость /, так как 
эти плоскости оптически сопряжены относительно лин- 
зы Ло. 

Согласно (3.28) возмущение поля в плоскости /73 
равно пространственно-частотному спектру Е (о) функ- 
ции комплексного пропускания транспаранта }(&), уста- 
новленного в плоскости Пт: 

22 


фи) = Сехр (= 1-22. и) Е (о), (3.34) 


где 
®=2ли//{. 


Установим в плоскости /7; пространственно-частот- 
ный фильтр-транспарант, комплексное пролускание ко- 
торого Н. (о) равно преобразованию Фурье от А, (х). 
После умножения (3.34) на Н»(®) в результате дейст- 
вия фурье-анализатора, размещенного справа от 
плоскости /7з, комплексная амплитуда поля в плоскости 
Пу имеет вид 

„тда, 


06е (+ 18р" )х 


Хао 178-0) н. 6.35) 
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При 621=62з=0, что достигается соблюдением условия 
а=а=і, (3.36) 


квадратичные экспокенциальные множители в (3.35) ис- 
чезают и в соответствии с теоремой о свертке комплекс- 
ная амплитуда поля в плоскости Пу оказывается про- 
порциональной свертке функций ѓ и №: 


х (1өһо— 9% =30). 37) 


Фотоприемное устройство, установленное в плоско- 
сти Пь, будет регистрировать квадрат модуля функции 
х(р). Поэтому влияние квадратичных экспоненциальных 
множителей в (3.35) не ощущается и при несоблюдении 
условия (3.36). В этом случае требуется учитывать толь- 
ко увеличение оптики и соответствующее изменение мас- 
штаба функции свертки. Более того, несоблюдение усло- 
вия (3.36) в ряде случаев позволяет улучшить характе- 
ристики оптического вычислительного устройства. 
В частности, эффект виньетирования входного транспа- 
ранта, происходящий вследствие конечного размера 
апертуры линзы Лу, можно свести к минимуму, если 
установить транспарант вплотную к линзе, т. е, если 
2=0. Как уже отмечалось, при 2)==0 максимизируется 
база сигнала: наряду с увеличением протяженности сиг- 
нала до значения, определяемого эффективной аперту- 
рой линзы, увеличивается и полоса частот сигнала 
вследствие расширения углового спектра плоских волн, 
попадающих в апертуру линзы (название «угловой 
спектр» отражает связь аргументов преобразования 
Фурье с углами распределения соответствующих пло- 
ских волн [90] ). Кроме того, если плоскость Л, входного 
транспаранта разместить между линзой Л! и плоскостью 
фильтра Пз, то оказывается возможным гибкое управле- 
ние масштабом преобразования Фурье без изменения 
фокусного расстояния линзы. 

Оба метода оптического вычисления свертки — и ин- 
тегрирование с весом, и метод преобразования Фурье — 
формально приводят к одному и тому же результату, 
однако потенциальные возможности устройств, реали- 
зующих эти методы, совершенно различны, 
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Устройство, в котором соблюдены условия (3.29) и 
(3.30), приводящие к реализации метода интегрирова- 
ния с весом, вычисляет только одно значение свертки 
функций, соответствующее одному данному значению Ё 
параметра относительного смещения функций. Вся све- 
товая энергия концентрируется вблизи оптической оси 
системы в выходной плоскости /75. Фотоприемник, уста- 
новленный на оптической оси устройства, будет реги- 
стрировать интегральный световой поток, прошедший 
через оба транспаранта при данной величине &. Для 
вычисления всех требуемых значений свертки в этом 
устройстве требуется реализовать последовательный 
перебор значений параметра относительного смещения 
транспарантов, осуществляя это, например, механиче- 
ским перемещением одного из транспарантов в направ- 
лении, перпендикулярном оптической оси. Чем больше 
независимых отсчетов функций требуется использовать 
при вычислении свертки, тем больше будет объем пере- 
бора значений параметра относительного смещения, По- 
этому при обработке высокоинформативных сигналов, 
когда число отсчетов наблюдаемой функции велико, вре- 
мя вычисления свертки часто становится недопустимо 
большим, а выигрыш в скорости оптической обработки 
информации по сравнению со средствами электронно- 
вычислительной техники либо незначителен, либо вооб- 
ще отсутствует. 

С этой точки зрения устройство, в котором вычис- 
ление свертки производится методом преобразования 
Фурье, имеет исключительное преимущество во времени 
обработки информации. Действительно, в таком устрой- 
стве все значения свертки вычисляются одновременно и 
отображаются в виде светового распределения вдоль 
оси р на плоскости П5. Это происходит потому, что ин- 
теграл (3.37) существует для целой области различных 
значений р, в то время как интеграл (3.32) имеет место 
лишь для одного значения р=0. Отсчеты светового рас- 
пределения в выходной плоскости теперь могут считы- 
ваться многоканальным фотоприемником параллельно. 
Последовательное относительное смещение транспаран- 
тов механическим или каким-либо другим путем здесь 
не требуется, в результате чего скорость обработки ин- 
формации ограничена лишь временем распространения 
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световой энергии от плоскости П: до плоскости ИП и 
инерционностью фотоприемника. 

Итак, при оптических вычислениях свертки методом 
преобразования Фурье возможно теоретически мгновен- 
ное решение задач восстановления сигналов. Впервые 
эта возможность была отмечена в работе [96]. При ре- 
шении задач восстановления транспарант с записью 
наблюдаемой функции устанавливается во входную 
плоскость, в частотную плоскость помещается простран- 
ственно-частотный восстанавливающий фильтр, а вос- 
становленный сигнал проявляется в выходной плоскости 
устройства в виде соответствующего распределения 
комплексных амплитуд света. На практике длительность 
процесса восстановления ограничена скоростью записи 
наблюдаемой функции на входном транспаранте. Для 
того чтобы избежать непроизводительных затрат вре- 
мени на фотохимическую обработку носителя при изго- 
товлении обычных фотографических транспарантов, 
в технике оптических вычислений применяют динамиче- 
ские транспаранты (пространственно-временные модуля- 
торы света) различных конструкций [6, 95, 97—100]. 
С помощью оптических вычислительных устройств с ди- 
намическими транспарантами задачи восстановления 
сигналов можно решать практически в реальном мас- 
штабе времени. 

Для устройств восстановления сигналов важно обес- 
печить не только высокую скорость вычислений, но и 
минимум дополнительных помех, так как вследствие не- 
корректности задачи восстановления на выходе устрой- 
ства обработки сигнала происходит неизбежное усиление 
шумов. Одним из существенных источников шумов в ко- 
герентных оптических системах является светорассеяние 
на царапинах, пылинках и внутренних дефектах опти- 
ческих элементов (линз, зеркал, фотопластинок и т. п.). 
По этой причине желательно конструировать оптические 
устройства восстановления сигналов с минимальным ко- 
личеством оптических элементов. 

Минимум оптических элементов достигается в схеме 
с освещением входного транспаранта не плоской, а сфе- 
рической волной. В этом случае не требуется колли- 
мирующая система для формирования параллельного 
пучка, которая обычно содержит много элементов. 


13—800 


194 8. Восстановление сигналов методами оптической обработки 


Рис. 3.3. Схемы оптических 
фурье-анализаторов с осве- 
щением транспаранта сфери- 
ческой волной: 


а — плоскость транспаранта 
расположена за линзой: 


6 — перед линзой 


Рассмотрим сначала схемы построения оптического 
фурье-анализатора, в котором точечный источник моно- 
хроматического света находится на конечном расстоянии 
от плоскости входного транспаранта и на транспарант 
падает сферическая волна (рис. 3.3). 

Пусть транспарант с записью сигнала [(&) установ- 
лен в плоскости Пл, расположенной на расстоянии 21 
за плоскостью П2 идеальной собирающей линзы, имею- 
щей фокусное расстояние Г (рис. 3.3,а). Линза преоб- 
разует расходящийся сферический фронт волны, обра- 
зованной точечным источником света 0, расположенным 
в плоскости Ло на расстоянии 25 перед плоскостью лин- 
зы, в сходящийся волновой фронт. Пусть плоскость 
наблюдения Пз находится на расстоянии 22 от транспа- 
ранта. Если расстояния 2, 20 и 2, удовлетворяют фор- 
муле линзы 


1 


ЕЕ 


ЕЕ 
2, 


то в плоскости [7з будет наблюдаться изображение 0” 
точечного источника, б 
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Методом, изложенным в $ 3.1, можно показать 
[94, 101], что в случае малых размеров транспаранта и 
небольших углов дифракции комплексная амплитуда 
поля в плоскости П/з равна 


Ф (= Се > ш) о ехр (- 1 и) ЧЕ. 


Таким образом, в плоскости изображения линзой точеч- 
ного источника возникает фурье-спектр сигнала, распо- 
ложенного в плоскости между выходной плоскостью и 
линзой. Для лучшего удовлетворения условия малости 
углов дифракции транспарант желательно располагать 
вплотную к линзе (210). При изменении расстояния 
25 от входной до выходной плоскости изменяется мас- 
штаб спектра, равный в=2ли/)2.. При масштабе про- 
ектирования точечного источника света, равном 1:1, 
когда 20=2--2\=21, достигается минимальная длина 
оптического устройства. Масштаб спектра в этом случае 
равен ө==лш/АЁ. 

Интересными свойствами обладает фурье-анализа- 
тор, у которого плоскость входного транспаранта нахо- 
дится между источником света и линзой (рис. 3.3,6). 
Если расстояния 2% (от источника до транспаранта), 
2’ (от транспаранта до линзы), 2/; (от задней фокаль- 
ной плоскости линзы до выходной плоскости /7з) выбра- 
ны так, что удовлетворяется условие 


1 


1 2", 
м ? 


в, 


то комплексная амплитуда поля в выходной плоскости 
устройства равна [94] 


#06 ер |7 р (1 


х СЕ (- аы) е. (3.38) 


13% 
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Рис. 3.4. Схема оптического 
устройства с освещением 
транспаранта сферической 
волной дпя вычисления 
сверткн функций методом 
преобразования Фурье 


ГА п љ 


Следовательно, прн размещении входного транспаранта 
между точечным источником и линзой в плоскости изо- 
бражения источника также получается спектр ‘входного 
сигнала, но масштаб его зависит от расстояний 2% и 2/0 
и равен и=2л/^2/г’о. Передвигая плоскость входного 
транспаранта, т. е. меняя расстояние =% (при 2%-- 
4-27 ==сопѕї), можно изменять масштаб спектра. Фазо- 
вый экспоненциальный множитель перед интегралом 
в (3.38) достаточно мал при небольших углах дифрак- 
ции. Если входную ‘плоскость разместить в передней 
фокальной плоскости линзы (2.=/), то 2’,2= и 
фазовый множитель вообще исчезает. Масштаб спектра 
в этом случае равен ө==2ли/АЁ. 

ассмотрим теперь оптическое устройство для вы- 
числения свертки функций методом. преобразования 
Фурье при освещении сферической волной (рис. 3.4). 
Пусть расстояние от точечного источника до линзы рав- 
но 21. Тогда согласно формуле линзы изображение то- 
чечного источника возникает в плоскости Пз, удаленной 
от линзы также на расстояние 21. Пусть далее плоскость 
входного трансларанта Л, находится между источником 
и линзой на расстоянии 2/,=аї от линзы (1<а<?). 
Изображение входного транспаранта при этом будет на- 
ходиться в плоскости /7,, удаленной от линзы на рас- 
стояние 61, где величина б определяется из формулы 
линзы 
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Положим для определенности а==3/2. Тогда соглас- 
но (3.38) комплексная амплитуда поля в плоскости Из 
лропорциональна фурье-спектру объекта | (Е): 


С'ехр (-- 


зе) овоот) ыл 


при масштабе спектра ю==4ли/^ѓ. Плоскость Пд изобра- 
жения входного транспаранта в этом случае находится 
на расстоянии 3Ї от линзы. Следовательно, если в пло- 
скость Пз введен пространственно-частотный спектр 
Н. (~), то в этой плоскости формируется произведение 
Р(о) Н (ә), а распределение комплексных амплитуд 
поля в выходной плоскости Па, удаленной от линзы на 
расстояние ЗЇ, будет тропорциональным «вертке 
х) ж№. (х), что и требуется. 

Таким образом, вычисление свертки для восстанов- 
ления сигналов возможно с помощью простейшего опти- 
ческого устройства при освещении транспаранта сфери- 
ческой волной. Хотя в этом устройстве имеется лишь 
одна линза, формирование всех значений свертки осу- 
ществляется параллельно. В результате обеспечивается 
высокая скорость обработки информации при низком 
уровне внутренних помех. Однако эти качества дости- 
гаются за счет увеличения длины оптического пути по 
сравнению с многолинзовыми устройствами, использую- 
щими освещение параллельным пучком. 

Рассмотренные выше оптические устройства для 
вычисления свертки методом преобразования Фурье ра- 
ботают при когерентном освещении и основаны на ис- 
пользовании дифракционных явлений. По установившей- 
ся терминологин такие устройства называют дифракци- 
онными оптическими  корреляторами. В целом 
дифракционный коррелятор можно рассматривать как 
линейную систему фильтрации, осуществляющую преоб- 
разование Фурье анализируемой функции, умножение 
результата преобразования на передаточную функцию 
фильтра и повторное преобразование Фурье над полу- 
ченным произведением. Заметим, что эта система линей- 
на по отношению к комплексным амплитудам света, 
причем выходной сигнал (результат свертки) представ- 
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лен также в виде распределения комплексных ампли- 
туд х(Р). 

К сожалению, зарегистрировать распределение ком- 
плексных амплитуд света с помощью обычных фото- 
приемников, как уже отмечалось, нельзя. Вместо х(р) 
регистрируется интенсивность света, т. е. функция 
1х0) ?. Иначе говоря, вместо восстановленного сигна- 
ла (х) мы можем наблюдать только квадрат его мо-. 
дуля [8(х)|? — действительную, всюду неотрицатель- 
ную функцию. Эта особенность в конечном счете огра- 
ничивает класс обрабатываемых сигналов множеством 
действительных положительно определенных функций. 
Для однозначного восстановления таких функций доста- 
точно извлечь положительный квадратный корень из за- 
регистрированных на выходе коррелятора значений 
интенсивности света. Если же действительный сигнал 
имеет отрицательные значения, то определить их «место- 
положение» в сигнале при извлечении корня из |4 (х) |? 
без дополнительной информации нельзя. Аналогично 
в случае произвольного комплексного сигнала мнимую 
его часть восстановить невозможно. 

В большинстве физических и технических приклад- 
ных задач сигналы ‘представлены действительными 
функциями. Так, в различного рода колебательных 
задачах функции времени действительны (их спектры 
комплексны), причем для любого физически реализуе- 
мого фильтра импульсная переходная характеристика 
также действительная функция [90]. Часто используется 
представление сигналов в комплексной форме, которую 
можно рассматривать как единую запись двух действи- 
тельных функций. 

Во многих случаях снгналы — действительные функ- 
ции — биполярны: они имеют как положительные, так и 
отрицательные значения. 

Для обработки знакопеременных и комплексных 
сигналов в когерентных оптических вычислительных 
устройствах применяют специальные приемы. Например, 
пользуясь многоканальностью оптических систем, ана- 
лиз проводят отдельно по положительным и отрицатель- 
ным частям функции, записанным на отдельных дорож- 
ках, и затем алгебраически суммируют полученные зна- 
чения [102]. 
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При анализе знакопеременных сигналов общее чис- 
ло каналов в системе сокращается в два раза, а при 
анализе комплексных сигналов число каналов сокраща- 
ется в четыре раза. 

Другой распространенный прием, используемый при 
оптической обработке знакопеременных сигналов, со- 
стоит в записи сигнала совместно с тщательно контроли- 
руемой постоянной составляющей, уровень которой боль- 
ше размаха амплитуды сигнала. В процессе анализа 
выходного распределения интенсивностей квадрат по- 
стоянной составляющей вычитают из полученных зна- 
чений интенсивности света. 

Не следует думать, что во ‘всех задачах восстанов- 
ления сигналов требуется использовать специальные 
приемы записи функций. Напротив, значительная часть 
таких задач связана либо с обработкой изображений — 
положительно определенных функций двух переменных, 
либо с обработкой одномерных не отрицательных сиг- 
налов. В телевидении, радиолокации, электронной 
микроскопии, рентгенографии и других областях реги- 
стрируется пространственное распределение интенсив- 
ности соответствующих волновых полей, естественное 
представление которого получается с помощью полуто- 
новых фотографических транспарантов. Потому и на 
выходе оптических вычислительных устройств для обра- 
ботки изображений достаточно зарегистрировать выход- 
ное распределение интенсивности света, не принимая 
особых мер по восстановлению распределения комплекс- 
ных амплитуд. 

В технике связи иногда используются «клиппирован- 
ные» сигналы, или сигналы, принимающие лишь два 
значения: 0 и 1. Ясно, что для таких сигналов ҳ(р) 
== | (р) |= 1%(р) |? и дополнительная обработка распре- 
деления интенсивностей света не требуется. 

В дальнейшем для простоты изложения будем счи- 
тать анализируемые сигналы действительными не отри- 
цательными функциями одной илн двух переменных, 
которые представлены соответствующим распределением 
пропускания фотографического транспаранта, однако 
помня, что техника оптических вычислений располагает 
специальными приемами для анализа знакопеременных 
и комплексных сигналов, 
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3.3. ГОЛОГРАФИЧЕСКАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ СИГНАЛОВ 


Одной из основных проблем применения оптических 
вычислительных устройств для решения задач восста- 
новления сигналов является создание оптических про- 
странственно-частотных фильтров, имеющих заданную 
передаточную функцию. Дело в том, что передаточная 
функция, как фурье-образ весовой функции, практически 
всегда комплексная, даже если весовая функция дейст- 
вительна. Исключение составляет лишь случай четных 
весовых функций, у которых преобразование Фурье ве- 
щественно. Поэтому даже если анализируемый сигнал 
является действительной функцией, которую можно 
представить как распределение «почернений» на фото- 
пластинке, пространственно-частотный фильтр для вос- 
становления ‘сигнала в общем случае нельзя изготовить 
в виде обычного фотографического транспаранта. На 
фотопластинке можно зарегистрировать лишь амплитуд- 
ную часть комплексной передаточной функции. Для соз- 
дания фазовой части передаточной функции нужен от- 
дельный транспарант, прозрачность которого постоянна, 
а индекс рефракции или толщина (поверхностный рель- 
еф) от точки к точке меняются по заданному закону. 

Изготовление такого транспаранта представляет со- 
бой весьма сложную техническую задачу. К сожалению, 
большинство известных способов создания фазовых 
транспарантов: методы фотолитографии [103], отбели- 
вание и дубление фотографических слоев [104], напыле- 
нне тонких пленок [105], использование электрооптиче- 
ских кристаллов и термопластических слоев [106] ит. п. 
не обладает достаточной точностью. Кроме того, при 
изменении весовой функции необходимо заново расечи- 
тывать фазовую часть передаточной функции и заново 
изготавливать соответствующий ей транспарант, т. е. 
повторять довольно сложные технологические процессы. 
Даже если добиться приемлемой точности и технологич- 
ности процесса изготовления фазового транспаранта, 
останутся еще трудности прецизионного совмещения 
двух транспарантов '(фазового и амплитудного) в час- 
тотной плоскости оптического коррелятора и исключения 
паразитных фазовых набегов световой волны, прохоля- 
щей через оба транспаранта, 
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Если бы удалось зарегистрировать и амплитудную 
и фазовую части передаточной функции фильтра на од- 
ном транспаранте с помощью обычного фотографиче- 
ского процесса, то указанные проблемы успешно реши- 
лись бы. Идея такой регистрации оказалась реальной 
с открытием голографии. 

Голографический метод создания комплексных про- 
странственно-частотных фильтров основан на возмож- 
ности реконструкции действительной или комплексной 
функции из спектральной плотности суммы этой функ- 
цин и 6-функции [107]. 

Пусть требуется зарегистрировать комплексный 
спектр Нь(®) функции Аъ (х), где —а<х<а. Сформи- 
руем вспомогательную функцию р(х) = (х+ хо) + №» (х), 
которая отличается от Й»(х) наличием ё-функцин, со- 
средоточенной в точке хо, расположенной вне промежут- 
ка (—а, а). Фурье-образ функции 2 (х) равен 


Со) =ехр(јохо) + Нь(в). (3.39) 


Запишем теперь спектральную плотность функции & (х), 
т. е. квадрат модуля (3.39), в виде 


16 (о) |2=[ехр (јоха) + Нь (о) 1 Гехр (/охо) + А (о) ]*= 
=1+ |Нь(о) |?+ Н*ь (о)ехр (јохо) + 
+Нь (о) ехр (— хо). (3.40) 


Последний член в правой части (3.40) пропорционален 
требуемой комплексной функции А, (ө), а наличие при 
нем линейного фазового множителя ехр (—јохо) обеспе- 
чивает возможность пространственного отделения этого 
члена от остальных. Действительно, после выполнения 
операции обратного преобразования Фурье над правой 
частью (3.40) находим, что в результате такого преоб- 
разования из последнего члена реконструируется 
һ(х—хә), т. е. функция йв(х), сдвинутая на величину 
——хо относительно точки х=0. При определенных усло- 
виях [108], накладываемых на соотношение между а, хо 
и протяженностью корреляционной функции (х) == 
= Я» (о) |2], все функции, порожденные другими 
членами в (3.40), пространственно отделены от 
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Һ(х—хә) и не перекрываются с ней. Это и позволяет 
рассматривать в (3.40) последний член, пропорциональ- 
ный (ә), независимо от остальных. 

С физической точки зрения в голографическом ме- 
тоде синтеза передаточной функции фильтра на фото- 
пластинке, установленной в выходной плоскости 
оптического фурье-анализатора, регистрируется интен- 
сивность картины интерференции наклонно падающей 
плоской световой волны, называемой опорной волной, и 
волны, дифрагированной на объекте. Объектом гологра- 
фирования в нашем случае служит транспарант < за- 
писью весовой функции № (х). Комплексной амплитуде 
поля опорной волны соответствует первый член в правой 
части (3.39), а комплексной амплитуде поля сигнальной 
волны, дифрагированной на транспаранте и прошедшей 
через линзу анализатора, — второй член. Используются 
также варианты метода, в которых точечный опорный 
источник света и транспарант помещены непосредствен- 
но во входную плоскость оптического фурье-анализатора 
и образуют в этой плоскости распределение комплекс- 
ных амплитуд света, соответствующее вспомогательной 
функции &(х). В любом варианте проявленная фото- 
пластинка является голограммой Фурье объекта А, (х). 
Она и используется в качестве пространственно-частот- 
ного фильтра, который устанавливается в частотную 
плоскость дифракционного оптического коррелятора для 
вычисления свертки {(х) Ж № (х). 

Рассмотрим, каким образом изготавливается голо- 
графический фильтр и формируется интеграл свертки. 

Пусть транспарант, имеющий пропускание, соответ- 
ствующее действительной функции йь(&), установлен 
в плоскости П оптического фурье-анализатора так, что 
точка Е=0 совпадает с оптической осью системы, и осве- 
щен параллельным световым пучком (рис. 3.5). Будем 
считать, что плоскость И; в общем случае не совпадает 
с передней фокальной плоскостью линзы Ла, но соблю- 
дается условие 


2—1 82; 08216, (3.41) 


соответствующее расположению транспаранта между 
линзой Л; и ее передней фокальной плоскостью. В тло- 
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Рис. 3.5. Схема изготовле- 
ния голографического филь- 
тра 


л ГА лу 


скости /7з помещена фотопластинка. Под углом В к опти- 
ческой оси на фотопластинку направлен параллельный 
пучок света, служащий опорным. Будем считать, что 
световая волна, направленная на транспарант, и опор- 
ная световая волна когерентны. По-прежнему будем 
рассматривать одномерный случай. 

При этих допущениях объект создает в плоскости 
Пз следующее распределение комплексных амплитуд 
света (см. $ 3.1): 


&= 


9 Сер (| ли) Те ехр (— 7-0 


==Сехр (7 та им), (7-и )е (3.42) 


где С — константа, содержащая множители, не завися- 
шие от и. 

Распределение комплексных амплитуд света, созда- 
ваемое в плоскости Из наклонно падающей опорной 
волной с амплитудой Ес, равно 


Ф 0) = Е,ехр (1 9). (8.43) 


Суммарную интенсивность света в плоскости Лз 
Пи) = |р (и) фо (и) |= (и) фо (и) [4 (и) + 
ро (0) ]*, (3.44) 
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с учетом (3.42) и (3.43) запишем в следующем виде: 
С Эк рр @ 2 
пех |е.) (ее) 


9 


Хер; 2 С Е и) + кН, и)х 


Жер НН (- = “^) |}. (8.45) 


Амплитудное пропускание проявленной фото- 
пластинки равно [108] 


то = (еу "= Ку ЈГ", (8.46) 


где ү — коэффициент контрастности (тангенс угла на- 
клона характеристической кривой) фотослоя; & — дли- 
тельность экспозиции; ёк — координата точки пересече- 
ния линейной части характеристической кривой с осью 
абсцисс. 

Формулу (3.46), в которой Г(и) выражается соглас- 
но (3.45), можно заменить ее приближением, соответст- 
вующим биномиальному разложению. 


(1-х) "= 1-их-1(п—1)2/2+ .... 


Если амплитуда сигнальной волны 1(и) значитель- 
но меньше амплитуды опорной волны (и), то 
С?|Нь (о) |2/Е2,<<1 и вторым членом суммы в (3.45) 
можно пренебречь. Учитывая это и отбрасывая члены 
второго порядка и выше в биномиальном разложении 
при п=—1/2, получаем первое приближение пропуска- 
ния голограммы 


ТӨ ш) = КЕТ ( —5 КСЕ", ( 2 “) х 


22, 


Же} = (петр т м) |+ [-3) КСЕ Хх 


гг, 


хн. ( га и) ер | 7 5 (изтр Эа . (3.47) 
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Рис. 3.0. Оптический коррелятор дая голографической фильтрации сигналов 


Из формулы (3.47) видно, что функция амплитуд- 
ного пропускания голограммы содержит три члена, два 
из которых пропорциональны Н*(®) и Н»(®). Если 
голограмму установить во входную плоскость оптиче- 
ского фурье-анализатора и осветить параллельным све- 
товым пучком, то в выходной плоскости появятся два 
изображения (прямое и сопряженное) объекта-функции 
№. (х). Эти изображения будут разнесены в разные сто- 
роны относительно светового пятна нулевого дифракци- 
онного порядка, образованного светом, прошедшим че- 
рез голограмму без дифракции. 

Для того чтобы использовать голограмму в качестве 
пространственно-частотного фильтра, установим ее 
в частотную плоскость П’ дифракционного оптического 
коррелятора (рис. 3.6). Будем считать, что плоскость 
П’, коррелятора находится на расстоянии 2", от линзы 
Лу (с фокусным расстоянием 1, равным фокусному рас- 
стоянию линзы анализатора), причем 2,=1—4%2”,, а рас- 
стояние между частотной плоскостью П’з и линзой Ла 
равно 2’з=!—62» Мы предполагаем, что линза Л» 
имеет фокусное расстояние #, в общем случае отличаю- 
щееся от фокусного расстояния # линзы Ль, а выходная 
плоскость коррелятора П’5 совпадает с задней фокаль- 
ной плоскостью линзы Ло. 

Пусть во входной плоскости И” установлен транс- 
парант с записью функции {(&') так, что начало отсчета 
Е=0 совпадает с оптической осью коррелятора. 
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Вычислим распределение комплексных амплитуд 
света в выходной плоскости коррелятора, возникающее 
от функции (2) и последнего члена функции пропуска- 
ния голограммы-фильтра. При освещении транспаранта 
плоской волной, распространяющейся вдоль оптической 
оси и имеющей амплитуду Ё), объект [(Е) порождает 
в фокальной плоскости линзы Л: коррелятора следую- 
щее распределение комплексных амплитуд света: 


#0 е 5 (е) |х 


х (ге ®хр(- із) а’. 


После прохождения через голограмму это распре- 
деление создаст волну, соответствующую последнему 
члену функции пропускания голограммы. Комплексная 
амплитуда поля этой волны на выходе из голограммы 
без учета постоянного множителя, зависящего от Ёо, 
Еу, С, С’, Кит, равна 


ф+ (и) ер{ ] = [зов 24 “х 


2л 


ге (= и) ивы) г) ва) ае 
еру 12 [зов 7 “]}х 


х [10 е 776-91) аа. 649 


Поле, создаваемое волной +(и) в задней фокаль- 
ной плоскости линзы „Ло, пропорционально преобразо- 
ванию Фурье от \р! (и): 

; 2 821, 
х чер [1 ие" | Х 
о 


х (ае (1 «р) аа. (5.49) 
= 
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Обозначим Л==82', +82, и подставим (3.48) в (3.49). 
Получим 


хр) еру а зер | 1 (вв [-- Г Х 


(ивр и] (ле в, Хх 
Хер { ае] } аа) ер (- Ги ч)аи. 
Представим эту формулу в виде 


СЕА 


Еа ||| геһех 


Хер (яп у] х 


Хер (1 = ) ата аи. (8.50) 
Анализ (3.50) показывает, что у (р) пропорционально 
свертке /(х)Ж/, (х) при условии устранения второго из 
экспокенциальных множителей в подынтегральном вы- 
ражении. Этот множитель исчезает при А=0, т. е. когда 
бгу==ӧ2/==0 или когда ӧ2/1==—021. Так как 


о 


= {ер (0ч) аи = (и), 


то интегрирование по и при А=0 в (3.50) приводит 
к результату 


ев (етеп х 


(1з 9) аа (3.51) 
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Используя фильтрующее свойство 5-функции, из 
(3.51) находим 


Е 
т 
х ШЕЕ Т (8.52) 
3 


Если частотная плоскость коррелятора находится 
точно в передней фокальной плоскости линзы Л, то 
62';==0 и экспоненциальный множитель перед интегра- 
лом в (3.52) исчезаст. В этом случае 


х0 е-уъое= (һа 


где 
г З 
х= р зіп. (3.53) 
Таким образом, комплексная амплитуда ‘поля вол- 
ны, образованной последним членом функции пропуска- 
ния голограммы (3.47) в выходной плоскости дифрак- 
ционного оптического коррелятора, пропорциональна 
искомой свертке ћь(х) Ж /(х). Начало отсчета свертки 
х==0, как видно из (3.53), находится в точке 


р=— Г ѕіп В, (3.54) 


соответствующей направлению —1-го дифракционного 
порядка голограммы. 

Аналогичным методом можно показать [6], что вто- 
рой член функции пропускания голограммы-фильтра бу- 
дет отвечать в выходном распределении комплексных 
амплитуд света функции, пропорциональной взаимной 
‘корреляционной функции 


хр) ~ ДРО Е 2) а (8.55) 


Эта функция центрирована относительно точки 
р= 1 В, (356) 
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соответствующей направлению +1-го дифракционного 
порядка голограммы. В начале координат выходной 
плоскости коррелятора возникаст световое распределе- 
ние от первого члена функции пропускания (3.47), соот- 
ветствующее нулевому дифракционному порядку голо- 
граммы. 

Следует отметить, что величина расстояния 2/3 от 
частотной плоскости П’з до линзы Л» коррелятора мо- 
жет быть произвольной, так как экспоненциальный мно- 
житель, зависящий от ё2/з, стоит только перед интегра- 
лом в (3.50) и исчезает при переходе от распределения 
комплексных амплитуд х(р) к физически регистрируе- 
мому на выходе коррелятора распределению интенсив- 
ностей |х(р)|2. Вместе с тем требуется так выбирать 
расстояния 2 и 2’, чтобы удовлетворялось условие 
А=0, приводящее к исчезновению зависящего от Д 
квадратичного экспоненциального множителя в подын- 
тегральном выражении (3.50). 


3.4. ГОЛОГРАФИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕАЛИЗАЦИИ ИНВЕРС- 
НОГО ВОССТАНАВЛИВАЮЩЕГО ФИЛЬТРА 


В предыдущем параграфе мы показали, каким об- 
разом с помощью голографии можно реализовать про- 
странственно-частотный фильтр с заданной комплексной 
передаточной функцией Нь(®). Для этого необходимо 
получить транспарант с записью весовой функции А» (х) 
и изготовить его фурье-голограмму. Однако априорная 
информация о задаче обычно представлена в виде 
Р(х) — весовой функции системы приема сигнала. Как 
видно из гл. 1 и 2, вычисление йь(х) по #(х) для боль- 
шинства алгоритмов восстановления сигналов является 
весьма трудной задачей. При изменении параметров 
(х) необходимо каждый раз снова рассчиты- 
вать ћь(х). В ряде случаев л, (х) вообще нельзя пред- 
ставить в аналитическом виде через А (х) или ее пара- 
метры. Кроме того, если даже по условиям задачи А, (х) 
можно выразить аналитически через (х) и время по- 
вториого расчета параметров восстанавливающей систе- 
мы при изменении параметров системы приема сигнала 
оказывается приемлемым, остаются еще трудности изго- 
товления транспаранта с записью #»(х). Последнее свя- 


14—866 
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зано с тем, что ‘когда #(х) действительная положитель- 
ная функция, ћь(х) тоже действительная функция, но 
имеющая отрицательные значения. Это легко понять, 
если вспомнить, что весовая функция системы прнема 
А (х) оказывает на входной сигнал 5(х) сглаживающее 
действие и, следовательно, для компенсации сглажива- 
ния № (х) в некоторых точках должна принимать отри- 
цательные значения. Наглядный пример такой ситуации 
был приведен на рис. 1.6,6 и ж. 

Сложность изготовления транспарантов с записью 
знакопеременных функций уже отмечалась ранее. Если 
не принимать особых мер, то приходится создавать 
«сэндвич» из двух транспарантов: одного амплитудного, 
изготавливаемого обычным фотографическим способом, 
н другого фазового, дискретно изменяющего фазу про- 
ходящей через него световой волны на л радиан в тех 
интервалах, где №, (х) отрицательна. Изготовление та- 
кого рода фазовых транспарантов, как уже отмечалось, 
сопряжено со значительными технологическими трудно- 
стями. 

Создавшееся положение усугубляется тем, что А (х) 
чаще всего является неотрицательной функцией, фото- 
графический транспарант которой обычно легко полу- 
чить. Так, в задачах восстановления оптических сигна- 
лов-изображений для записи ћ(х) достаточно сфото- 
графировать изображение точечного источника (имита- 
ция ё-функции в оптике) с помощью того же прибора 
и в тех же условиях, в которых были получены восста- 
навливаемые сигналы. Часто изображение «точки» мож- 
но найти на самом снимке, подлежащем восстановле- 
нию (например, если восстанавливается снимок звезд- 
ного неба). Важно лишь, чтобы амплитудное пропуска- 
ние проявленной фотопластинки оказалось пропорцио- 
нальным й(х). 

Получается, что, располагая голографическим спо- 
собом регистрации передаточных функций любого вида 
и имея простой фотографический транспарант для Рх), 
мы тем не менее вынуждены для реализации этого спо- 
соба пересчитывать А (х) в №, (х) и создавать сложный 
входной транспарант. Пути решения этой проблемы бы- 
ли найдены в работах Дж. Строука и его сотрудников 
[109—113], где предложено несколько голографических 
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методов восстановления изображений, не требующих 
создания специального транспаранта с записью № (х) и 
реализующих один из наиболее простых методов вос- 
становления сигналов — инверсную фильтрацию. 

Согласно ‘принципу инверсной фильтрации (см. 
$ 1.6) для восстановления сигнала $(х), искаженного 
линейной стационарной системой с весовой функцией 
"(х), функция } (х), наблюдаемая на выходе системы, 
должна быть пропущена через фильтр, передаточная 
функция которого обратна передаточной функции иска- 
жающей системы: Нь() = ИН (о). Различным варнан- 
там записи передаточной функции инверсного фильтра 
отвечают различные голографические методы. Рассмот- 
рим эти методы применительно к случаю, когда ћ (х) — 
весовая функция системы получения изображений. 

Метод создания двухкомпонентного инверсного 
фильтра [109, 114, 115]. Этот метод основан на пред- 
ставлении передаточной функции инверсного фильтра 
в виде 


не 
ну 9) ІН") (3.57) 


т) 2 А (а) 2 


и предусматривает изготовление отдельных транспаран- 
тов для записи функции 1/|Н (©) |? и Н* (о). 

Оба транспаранта изготавливаются с помощью 
устройства, содержащего оптический фурье-анализатор 
с каналом опорного пучка. Одна из возможных схем 
такого устройства приведена на рис. 3.7. 


Источником когерентного светового излучения в этом устрой- 
стве служит газовый лазер /. С помощью светоделительного куба 3 
формируются два световых пучка. Один из пучков (сигнальный) 
расширяется с помощью коллиматора, состоящего из микрообъекти- 
ва /5, точечной диафрагмы /4 и линзы 19, и направляется на вход- 
ной транспарант (фотопластиику) 12 с записью функции А(х). 
Обычно транспарант устанавливают в кювету с иммерсионной жид- 
костью, показатель преломления которой выбран равным показателю 
преломления фотографической эмульсии траиспаранта с целью 
исключения случайных фазовых сдвигов световой волны, вызывае- 
мых неодкородностью эмульсии. Анализирующая линза 11 образует 
в своей задней фокальной плоскости, где установлена фотопластин- 
ка 10, дифракционную картину зходиого транспараита, На эту же 
пластинку под углом В направлен параллельный пучок света, слу- 
жащий опорным при изготовлении голограммы. Канал опорного пуч- 


14* 


212 8 Восстановление сигналов методами оптической обработки 


693 


н) 9 ГА 


921 


зеркало 


ка образуется микрообъективом 6, точечной диафрагмой 7, линзой 8 
и отклоняющей призмой 9. Сменные нейтральные светофильтры 5 и 
16 служат дпя настройки необходимого соотношения между интен- 
сивностью света в опорном и сигнальном каналах. Экспонирование 
фотопластинки 10 осуществляется с помощью затвора 2, а выклю- 
чение канала опорного пучка производится с помощью затвора 4. 


Работа по созданию пространственно-частотных 
восстанавливающих фильтров начинается с регистрации 
фотографического транспаранта с записью й(х). С по- 
мощью системы, построившей изображение, подлежащее 
обработке, фотографируют изображение точечного ис- 
точника, представляющее весовую функцию системы 
(в оптических системах ее называют функцией рассея- 
ния точки — ФРТ). Системы ‘построения изображений 
(фотоаппарат, телевизионная камера, электронный мик- 
роскоп и т. п.) обычно действуют при некогерентном 
освещении и, следовательно, регистрации подлежит 
ФРТ, представленная в виде распределения интенсивно- 
стей №(х), которое необходимо перевести в соответству- 
ющие изменения амплитудного пропускания транспаран- 
та. Для этого сначала изготавливают негатив изображе- 
ния точечного источника, а затем делают его контакт- 
ную позитивную копию. Амплитудное пропускание по- 
зитива пропорционально величине [114] 
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Т.о) Цао)", (8.58) 


где үп — коэффициент контрастности негатива; үп — КО- 
эффициент контрастности позитива. 

Согласно (3.58), амплитудное пропускание транс- 
паранта будет пропорционально #(х) в том случае, 
когда үкүп==2. Поэтому фотоматериалы и режим их про- 
явления подбираются так, чтобы это условие удовле- 
творялось. 

. Изготовленный таким образом транспарант уста- 
навливают во входную плоскость оптического фурье-ана- 
лизатора в канале ‘сигнального пучка установки 
рис. 3.7. Канал опорного пучка перекрывают с по- 
мощью затвора 4 и осуществляют экспонирование фото- 
пластинки. Интенсивность света, падающего на фото- 
пластинку, представляет собой функцию |Н (е) |?. Для 
того чтобы амплитудное пропускание проявленной 
пластинки стало пропорциональным функции Т, (ө) = 
=1/17 (©) |?, необходимо получить значение ү=2 (см. 
(3.46)). Если этого удалось достичь, то этап создания 
первой компоненты инверсного фильтра (3.57) заканчи- 
вается. 

Вторую компоненту фильтра, пропорциональную 
функции Н* (0), изготавливают голографическим спосо- 
бом на другой фотопластинке. Экспонирование фото- 
пластинки осуществляют при открытом канале опор- 
ного пучка. В результате интерференции опорной волны 
с волной, дифрагированной на транспаранте, на фото- 
пластинке регистрируется фурье-голограмма объек- 
та ћ(х). 

Существенно важным моментом при изготовлении 
голограммы является подбор с помощью светофильтров 
5 и 16 соотношения интенсивностей света в каналах 
опорного и сигнального пучков так, чтобы световой по- 
ток опорного пучка был в несколько раз больше потока 
сигнального пучка. Тогда, согласно (3.47), первое при- 
ближение функции амплитудного пропускания голо- 
граммы будет содержать три члена, причем второй — 
пропорционален требуемой функции Тэ(о)==Н* (о). 
Световую волну, соответствующую этому члену, можно 
наблюдать при реконструкции голограммы в направле- 
нии +1-го дифракционного порядка голограммы. 
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1— лазер; 2 — микрообъектив; 3 — точечная диафрагма; 4— линза коллимато- 
ра; 5 — транспарант с записью входного изображения; 6 — анализирующая 
линза; 7— двухкомпонентный инверсный фильтр; 8 — отображающая линза; 
9 — плоскость наблюдения восстановленного изображения 


Обе полученные фотопластинки совмещают и уста- 
навливают в частотную плоскость дифракционного опти- 
ческого коррелятора (рис. 3.8). Во входную плоскость 
коррелятора вводят позитивный фотографический транс- 
парант 5 изображения |(х), подлежащего обработке. 
Как и в случае изготовления фильтра 11(), коэффи- 
циент контрастности позитива с учетом предваритель- 
ной регистрации негатива стараются «делать равным 
ү==2. Входной транспарант 5 и двухкомпонентный 
фильтр 7 обычно помещают в кюветы с иммерснонной 
жидкостью. Пучок света от лазера 1, расширенный 
с помощью коллиматора, состоящего из микрообъекти- 
ва 2, точечной диафрагмы 3 и линзы 4, освещаєт вход- 
ной транспарант с записью }(х) и создает в фокальной 
плоскости анализирующей линзы 6 световое распределе- 
ние, пропорциональное А (6). Это распределение умно- 
жается последовательно на функции пропускания 1; (ө) 
и Тз (е) двухкомпонентного ииверсного фильтра и после 
повторного преобразования Фурье с помощью отобра- 
жающей линзы 8 образует в выходной плоскости кор- 
релятора 9 вторичное, восстановленное изображение. 
Восстановленное изображение наблюдается в направле- 
нии +-1-го дифракционного порядка голограммы. 

Заметим, что если весовая функция й(х) действи- 
тельная и четная, то восстановленное изображение 
можно наблюдать и в направлении — і-го дифракцион- 
ного порядка, так как в этом случае 


Н(®)=Н* (о). 
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Другой вариант реализации двухкомпонентного 
инверсного фильтра был использован в работе [116]. 
Отличие этого варианта от предыдущего заключается 
только в том, что вторая голографическая компонента 
фильтра представляет собой бинарную цифровую голо- 
грамму, синтезируемую на ЭВМ. Такая голограмма 
имеет вид пространственной фазоманипулированной ре- 
шетки [117]. Границы участков, в которых на решетке 
происходит скачок фазы на з раднан, соответствуют 
точкам изменения знака передаточной функции Н (о). 


Голографическая компонента фильтра, синтезируе- 
мая на ЭВМ, в ряде случаев имеет более высокую, чем 
у обычной амплитудной голограммы, дифракционную 
эффективность (отношение интенсивности световой вол- 
ны 1-го дифракиионного порядка к интенсивности из- 
лучения, облучающего голограмму). Но сложность про- 
цесса синтеза голограмм на ЭВМ и низкое качество 
изображений, реконструируемых с цифровых голограмм, 
ограничивают область применения метода. Кроме того, 
общая эффективность двухкомпонентного инверсного 
фильтра зависит не столько от второй (голографиче- 
ской), сколько от первой (амплитудной) компоненты. 

Вообще качество восстановления сигнала при ин- 
версной фильтрации определяется, в основном, динами- 
ческим диапазоном фильтра Н»(®) =1/Н(®). Так как 
обычно при некоторых значениях частоты Н (о) стре- 
мится к нулю, Н»(@) на этих частотах должна быть 
очень большой. Вместе с тем при о=0 величина Нь(6) 
равна единице. Поэтому чем больше динамический 
диапазон инверсного фильтра, тем лучшего качества 
восстановления сигнала можно достичь (конечно, если 
не учитывать влияние шума). С этой точки зрения ди- 
намический диапазон, равный, например, 10%: 1, следует 
признать хорошим, а диапазон 10: | — плохим. 

Управлять динамическим диапазоном двухкомпо- 
нентного пространственно-частотного инверсного фильтра 
удается только за «чет первой (амплитудной) компо- 
ненты фильтра, изготавливаемой фотографическим спо- 
собом. Для того чтобы не использовать различных и 
часто противоречивых определений динамического дна- 
пазона фотозаписи, включающих зависимость от случай- 
ных флуктуаций почернения и, как следствие, от пло- 
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щади считывающего элемента, в дальнейшем будем 
понимать под динамическим днапазоном просто интер- 
вал почернений ЛО от наименьших до наибольших 
плотностей 2(0=16 7-°, где Т — амплитудное пропуска- 
ние), отображаемых на проявленной фотопластиике. 
При таком определении коэффициент контрастности ү 
как тангенс угла наклона линейной части характеристи- 
ческой кривой (кривой почернений) равен ү 
==ЛР/Л1в Гіь, где Г — интенсивность света, освещающего 
пластинку, /з — время экспозиции. 

Обычные фотоматериалы при традиционных мето- 
дах их фотохимической обработки обеспечивают на ли- 
нейном участке характеристической кривой динамиче- 
ский днапазон записи, не превышающий примерно 10°; 1 
и ограниченный сверху величиной Риах==2—2,5. Поэто- 
му при изготовлении амплитудной компоненты фильтра 
требуется применять особые фотографические способы, 
увеличивающие интервал почернений транспаранта при 
условии у=2. 

Одним из распространенных фотографических спо- 
собов управления интервалом почернений является мас- 
кирование. Под маской обычно понимают фотослой, ко- 
торый используется в копировальном процессе вместе 
с негативом для получения определенных фотографиче- 
ских эффектов. Чаще всего маски изготавливаются с ис- 
пользованием оригинального негатива и резкого или 
нерезкого, контрастного или «вялого» позитива [118]. 
В решаемой задаче достаточно эффективным оказался 
метод нерезкой маски [110]. 


Процесс получения амплитудной компоненты инверского фильт- 
ра с помощью метода нерезкой маски включает следующие этапы: 

1. Перед частотной плоскостью оптического ф ье-анализатора, 
с помощью которого формируется распределение То, устанавли- 
вают нейтральный светофильтр с плотностью 0==3. Путем контроль- 
ного экспенирования на фотопленку через нейтральный светофильтр 
определяют время экспонирования &, при котором максимальная 
плотность фотографического изображения | (ө) [2 слегка превышает 
уровень вуали. 

2. В копировальном приборе с цветным светофильтром, вы- 
бранным так, чтобы максимум его спектрального пропускания при- 
мерно соответствовал длине волны света лазера в оптическом фурье- 
анализаторе, также устанавливают нейтральный светофильтр с плот- 
ностью 2=3. Освещенность фотопленки в копировальном приборе 
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выставляют таким образом, чтобы при экспонировании за время #, 
получаемая на пленке плотность слегка превышала уровень вуали. 

3. Нейтральшый светофильтр в оптическом фурье-анализаторе 
убирают и в частотной плоскости регистрируют на пленке распреде- 
ленне Н (@) при времени экспонирования +». 

4. На ту же самую пленку в копировальном приборе с исполь- 
зованием только цветного светофильтра при времени экспонирования 
1, контактно впечатывают фотографический клик для построения 
характеристической кривой. 

5. Пленку проявляют, фиксируют, промывают и сушат. В ре- 
зультате получают негатив Тік. 

6. Изготавливают «вялую» маску-позитив Гы контактным пере- 
печатыванием негатива 7з На пленку в белом свете. 

7. Изготавливают нерезкую маску-негатив Ты контактным пе- 
репечатывакием позитива Тм на пленку в белом свете с использова- 
нием тонкого рассеивателя между Тм и пленкой. 

8. Изготавливают позитив Тм перепечатыванием негатива Тин 
на пленку в белом свете. 

9. Изготавливают позитив Ту контактным перепечатыванием 
негатива Ти на пленку в белом свете. 

10. С помощью денситометра при использовании цветного све- 
тофильтра строят характеристическую кривую для сложенных вие- 
сте позитивов Гми и Гиь 

11. Если полученный график характериотинеской кривой не со- 
ответствует строго прямой липин, этапы 6—9 повторяют. 

12. Изготавливают фотографический транспарант 7, контакт- 
ным перепечатыванием сложенных вместе позитивов Ты и Туа на 
контрастную фотопластинку, контролируя значение ү=2. 


С помощью этого метода удалось достичь динами- 
ческого днапазона амплитудной компоненты инверсного 
фильтра порядка 10*: 1—10%:1 при максимальной плот- 
ности Оһах=6 [110, 114]. Однако изложенный выше 
процесс маскирования чрезвычайно сложный и длитель- 
ный. Кроме того, из-за большого значения коэффициента 
контрастности ү фотографический транспарант Т, ока- 
зывается очень плотным, что приводит к низкой свето- 
вой эффективности инверсного фильтра в целом. 

Метод создания инверсного фильтра с разделенными 
амплитудной и фазовой частями [111—113]. Этот метод 
менее трудоемкий, чем предыдущий, и позволяет до- 
биться более высокой световой эффективности. Идея ме- 
тода основана на представлении комплексной переда- 
точной функции инверсного фильтра в виде двух сомно- 
жителей (модуля и аргумента): 


НТН ехр [— /е (9)]. (3.59) 


218 3. Восстановление сигналов методами оптической обработки 


Первую компоненту фильтра Т\ с амплитудным про- 
пусканием И/|Н(о)| получают, как и в предыдущем 
методе, фотографическим способом с помощью оптиче- 
ского фурье-анализатора. Но в этом случае фотопластин- 
ка проявляется до более низкого коэффициента конт- 
растности ү==1 и имеет световую эффективность выше. 

Вторая (фазовая) компонента фильтра Т» с про- 
пусканием, пропорциональным функции ехр[-—ф(®)], 
изготавливается голографическим способом. Так как 
Агв [1/Н (ә) |=Аге Н*(®), для реализации фазовой 
части (3.59) достаточно зарегистрировать функцию 
Н*(ә) и умножить результат на 1/| Н (о) |. Поэтому го- 
лограмму регистрируют в установке, показанной на 
рис. 3.7, точно так же, как и в рассмотренном выше 
методе, но перед плоскостью регистрации устанавливают 
уже изготовленный транспарант Т, служащий маской. 
Полученная голограмма обладает также более высокой 
эффективностью, так как она оказывается просто фазо- 
модулированной дифракционной решеткой и не имеет 
амплитудной модуляции, увеличивающей светопоглоще- 
ние. Такую решетку можно изготовить искусственно, 
например регистрируя растровую структуру кадра 
в фототелевизионной системе [119]. 

Отсутствие необходимости записи на голографиче- 
ском фильтре амплитудных соотношений распределения 
Н* (ы) в конечном счете позволяет достичь более широ- 
кой, чем в первом методе, полосы пространственных 
частот фильтра. Кроме того, регистрация фазовой ком- 
поненты через амплитудную, служащую маской, приво- 
дит к автоматической компенсации фазовых неоднород- 
ностей амплитудной компоненты, обусловленных случай- 
нымн варнациямн коэффициента преломления и толщи- 
ны стекла и фотоэмульсии. Это позволяет не помещать 
фильтр в кювету с иммерсионной жидкостью. 

Проблема динамического диапазона фильтра в рас- 
сматриваемом методе, так же, как и в предыдущем, 
решается маскированием. Однако процесс маскирования 
значительно проще и осуществляется без’. копироваль- 
ного прибора [111]. На первом этапе в оптическом 
фурье-анализаторе на фотопластинке регистрируется 
распределение Н (ө). Фотопластинка переэкспонируется 
для того, чтобы перекрыть желаемый интервал почер- 
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нений и в области низких плотностей иметь коэффициент 
контрастности у^]. Проявленная фотопластинка Тн уста- 
навливается перед частотной плоскостью фурье-анализа- 
тора, в которой снова регистрируется распределение 
Н(о), причем регистрация проводится в линейной об- 
ласти характеристической кривой при тщательно контро- 
лируемом значении у=1. Полученная таким образом 
фотопластинка Т, совмещается с Т, и этот «сэндвич» 
используется как маска-транспарант на этапе гологра- 
фической записи фазовой части инверсного фильтра 
(создание транспаранта 7). Амплитудный фильтр- 
«сэндвич» обеспечивает перекрытие динамического диа- 
пазона записи не менее 10*:1 при ик =4 [113]. 

При фильтрации исходного изображения все три 
фотопластинки Ты, Ти и Тз совмещаются и устанавли- 
ваются в частотную плоскость дифракционного оптиче- 
ского коррелятора (рис. 3.8). Восстановленное изобра- 
жение наблюдается в +1-м дифракционном порядке 
голограммы. 

Таким образом, в рассмотренном методе простран- 
ственно-частотный фильтр оказывается трехкомпонент- 
ным. Но, чем больше составляющих приходится вводить 
в состав сложного пространственно-частотного фильтра, 
тем труднее добиться их точного совмещения в частот- 
ной плоскости коррелятора и обеспечить компенсацию 
случайных фазовых неоднородностей транспарантов, 
входящих в «сэндвич». По этой причине оптические 
корреляторы для восстановления изображений часто 
строят по многокаскадной схеме, в которой для каждой 
компоненты фильтра предусмотрена отдельная частот- 
ная плоскость. 

Метод обобщенной голографической фильтрации 
[114,6]. Этот метод позволяет реализовать процесс ин- 
версной фильтрации с помощью единственной изготов- 
ленной с протяженным опорным источником фотоплас- 
тинки-голограммы исходного изображения. 

Метод основан на фундаментальном положении 
теории голографии, согласно которому голограмма є за- 
регистрированной картиной интерференции света от двух 
предметов (объектов) 2 и 4 при освещении от опор- 
ного предмета 54 может приближенно реконструировать 
изображение предмета и наоборот. Точная рекон- 


220 3. Восстановление сигналов методами оптической обработки 


струкция происходит прь определенных условиях, на- 
кладываемых на структуру опорного предмета [6]. 

Пусть изготавливается голограмма Фурье изобра- 
жения [(х)=й(х) Ж 5(х) при протяженном опорном 
источнике, комплексная амплитуда поля которого про- 
порциональна й(х). Запишем выражение для линейного 
приближения функции амплитудного пропускания голо- 
граммы, для простоты пренебрегая экспоненциальными 
множителями, обеспечивающими разделение дифракци- 
онных порядков: 


Т (о) = |Н (о) +2 (®) |2= |Н(®) [2-12 (©) 124 
+Е(о) Н* (о) БЕ) Н (о). (3.60) 


Если реконструировать голограмму Фурье плоской вол- 
ной единичной амплитуды, то изображение, соответству- 
ющее третьему члену в правой части (3.60), будет про- 
порционально обратному образу Фурье функции 
Р(о) Н (о) =$ (0) Н (о) Н* (©). Вполне понятно, что при 
соблюдении условия 

Н(®)Н* (о) =1, (3.61) 
в направлении --1-го дифракционного порядка голо- 
граммы появится восстановленное изображение 5(х). 

Другой вариант состоит в регистрации голограммы 
Фурье объекта [(х) при точечном опорном источнике 
с последующей реконструкцией ее от протяженного ис- 
точника. В этом случае функция пропускания голо- 
граммы пропорциональна величине 


Т(о) =1--Е(®) РР (о) + Р (0). (3.62) 


Если такую голограмму осветить волной Н* (6), то при 
соблюдении условия (3.61) в направлении -1-го ди- 
фракционного порядка голограммы также восстанавли- 
вается изображение < (х). 

Однако рассмотренный метод применим лишь для 
узкого класса приборов, передаточные функции которых 
удовлетворяют условию (3.61). По существу, это усло- 
вие, сформулированное в области изображений, озна- 
чает, что корреляция весовой функции прибора, строив- 
шего изображение [(х), должна быть близка к 6-функ- 


ции: А (х) 69 # (х) — (х). 
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Избежать выполнения условия (3.61) можно, если 
заранее изготовить транспарант, амплитудное пропуска- 
ние которого пропорционально функции 1/|Н (о) |, и на 
этапе регистрации голограммы Фурье с протяженным 
опорным источником установить этот транспарант непо- 
средственно перед фотопластинкой. В этом случае вол- 
на, падающая на фотопластинку, ‘пропорциональна 
функции 


[Е (о) +Н (в) 10) |, 

а третий член функции пропускания голограммы равен 
Е(®) Н* (о) ЛН (о) |? = 5 (6) Н (о) Н (о) ИН (о) |? = 
=5 (о). 


Следовательно, при реконструкции такой голо- 
граммы плоской волной, сформированной от точечного 
источника, восстанавливается искомое изображение $ (х) 
без каких-бы то ни было требований к корреляции 
весовой функции прибора й(х). Другой варнант этого 
метода предусматривает изготовление голограммы 
Фурье с точечным опорным источником (при этом функ- 
ция пропускания голограммы пропорциональна (3.62)) 
и ее реконструкцию протяженным источником, образу- 
ющим волну, комплексная амплитуда которой пропор- 
циональна функции 1/|Н (©) |. 

В любом варианте метода обобщенной голографи- 
ческой фильтрации чаще всего используют оптические 
схемы безлинзовой голографии Фурье, причем форми- 
руют протяженный опорный источник при помощи тща- 
тельно изготовленного транспаранта с записью весовой 
функции А (х) [114]. 

Хотя рассмотренный метод и допускает создание 
пространственно-частотного инверсного фильтра в один 
прием, он ‘применяется ограниченно, так как для каж- 
дого изображения, подлежащего обработке, приходится 
изготавливать отдельную голограмму. 

Голографические методы реализации инверсного 
восстанавливающего фильтра в целом можно использо- 
вать для улучшения качества изображений, получаемых 
приборами различного назначения. Так, в работах [112, 
113] приведены результаты экспериментов по улучше- 
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нию качества изображений, полученных в электронном 
микроскопе. Применение голографических инверсных 
фильтров позволило исключить влияние сферической 
аберрации электронного микроскопа и поднять разре- 
шающую способность снимков с 0,5 до 0,25 нм, что дало 
возможность впервые обнаружить на снимке, получен- 
ном при помощи электронного микроскопа, двойную спи- 
ральную структуру определенного вида вирусов. 

В работах [110, 114] рассмотрены эксперименты по 
восстановлению дефокусированных фотоизображений, 
полученных с борта американского космического кораб- 
ля «Джемини ХИ». 

В работе [115] показана возможность существен- 
ного повышения четкости рентгенографических снимков, 
на которых вследствие недостаточной фокусировки элек- 
тронного пятна рентгеновской трубки снижена передача 
высокочастотных компонентов изображения. В некото- 
рых экспериментах разрешение рентгеновских снимков 
удавалось поднять в 1,5 раза при фильтрации с чисто 
амплитудным инверсным фильтром и в 5 раз при ин- 
версной фильтрации с амплитудно-фазовым голографи- 
ческим фильтром. 

Приведенные в упомянутых работах примеры повы- 
шения качества изображений убедительно показывают, 
что с помощью инверсных голографических фильтров 
можно существенно повысить разрешение снимков. Од- 
нако метод инверсной фильтрации хотя и обеспечивает 
теоретически полпое восстановление разрешающей спо- 
собности прибора, по своей сущности не способен учиты- 
вать влияние шума на процесс восстановления. Вследст- 
вие неустойчивости процесса инверсной фильтрации 
к малым изменениям исходных данных, восстановленные 
изображения характеризуются большим уровнем шумов, 
которые проявляются в виде сложной крупнозернистой 
структуры, которая иногда полностью маскирует мелкие 
детали изображения, приводит к появлению ложных де- 
талей и в результате может свести на нет эффект уве- 
личения разрешения. Поэтому были развиты способы 
голографической реализации метода оптимальной фильт- 
рации и метода регуляризации А. Н. Тихонова, свобод- 
ные от указанных недостатков [89, 120, 122]. 
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3.5. синтез ОПТИМАЛЬНЫХ ГОЛОГРАФИЧЕСКИХ ФИЛЬ- 


Как было показано в гл. 9, одним из эффективных 
путей получения корректного решения задачи восстанов- 
ления сигналов, устойчивого к шумам, является приме- 
нение оптимальной фильтрации Винера, предусматри- 
вающей минимизацию среднего квадратического откло- 
нения восстановленного сигнала от неискаженного сиг- 
нала с учетом отношения сигнал/шум. Согласно (2.38) 
передаточная функция оптимального восстанавливающе- 
го фильтра 


к Н“ (0) 
Но) = гилер тӘ) 59 


где Ҹ(ө) — «энергетическое» отношение сигнал/шум, 
т. е. отношение спектральных плотностей мощности «иг- 
нала и шума: 


Ч (<) = Р, (®)/Ю. (о). 
Преобразуя (3.63) к виду 


1 
Н, (9) = НЕЕ (8.64) 


(0) (0) › 
видим, что передаточная функция оптимального фильт- 
ра отличается от передаточной функции инверсного 
фильтра наличием действительного положительного ста- 
билизирующего множителя, 


1 
ТЕМНО, (92, 


который необходимо учесть в функции пропускания 
фильтра. 

Покажем, что фильтр с передаточной функцией 
(3.64) можно реализовать на основе применения мето- 
дов голографии, причем регистрация фильтра возможна 
на единственной фотопластинке, в результате чего мож- 
но избежать технических трудностей, связанных с изго- 
товлением многослойных транспарантов по методу ин- 
версной голографической фильтрации [120]. 
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Такие возможности открываются, если использовать 
нелинейность кривой почернений фотоматериала, на ко- 
тором регистрируется голограмма, при соответствующем 
выборе отношения распределений интенсивностей сиг- 
нального и опорного пучков света. Действительно, пере- 
даточная функция инверсного фильтра реализуется 
в классической схеме голографирования, где голографи- 
ческая компонента регистрируется в условиях тщатель- 
ного соблюдения линейности процесса регистрации. 

Как отмечалось в $ 3.3, одно из требований клас- 
сического процесса регистрации голограммы состоит 
в том, чтобы амплитуда опорного пучка света по всей 
площади голограммы была значительно больще амплн- 
туды сигнального пучка. Тогда при линейной записи 
без искажений будут передаваться пространственио-час- 
тотные составляющие спектра объекта при реконструк- 
ции голограммы. Поэтому можно ожидать, что ‘при не- 
соблюдении указанного требования появится возмож- 
ность управлять изменением пространственно-частотного 
спектра объекта в желаемом направлении. 

ля определения условий голографической реги- 
страции фильтра с передаточной функцией (3.64) пред- 
ставим Ро (о) в виде степенного ряда при следующих 
соотношениях: 


9 (о) [221/3 (®), (3.66) 
ІН (о) |2< 1/4 (о), (3.67) 
1А (о) Р= И (0). (3.68) 


Рассмотрим сначала первый случай, соответствую- 
щий (3.66). Ограничиваясь двумя первыми членами сте- 
пенного разложения выражения (3.64), находим 


Ньо( 


1 1 
= оо: 6.69) 


Будем регистрировать голографический фильтр при 
условии, что амплитуда опорного пучка значительно 
меньше амплитуды сигнального, т. е. Е, «Ее. Пусть 
коэффициент контрастности на соответствующем участ- 
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ке Т—Е-характеристики фотоматериала [106] будет ли. 
Тогда, разлагая в ряд функцию амплитудного пропуска- 
ния голограммы и ограничиваясь вторым приближеннем, 
получаем для первого порядка дифракции [121] 


№ +2) рә рб) № 537 3 
ТЯ р ЕЕ 9. (3.70) 
Сравнивая (3.70) с (3.69), замечаем, что если положить 
Е.Н (в), Е, = ПИТ), ү, 1. то 


тк Мо) р 
Т,=— 55 У. (3.71) 


Во втором случае, когда справедливо (3.67), разло- 
жение функции (3.64) до члена второго порядка имеет 
вид 


Нью (о) = (9) Н (о). (3.72) 


Если условия регистрации фильтра те же, что и в пер- 
вом случае, т. е 


Е.Н (о); Е = ИУ), (3.73) 


и Ес «Ес, как в классической схеме голографирова· 
ния, то можно ограничиться первым приближением 
функции амплитудного пропускания голограммы. При 
регистрации фильтра с коэффициентом контрастности 
үз получим для 1-го дифракционного порядка 


а 
Т,==— Ж-Е1Е,. 

Подставляя в последнюю формулу значения Е, и 
Ес из (3.73) и сравнивая результат с (3.72), находим 


Т = № ОН). (3.74) 


Нетрудно видеть, что если үз=ү,<1, то (3.74) совпа- 
дает с (3.71). 

В третьем случае, когда Е. ==Ёо, а условия реги- 
страцин выбраны согласно (3.73), из (3.64) видим, что 
Нво (0) = ИН (о). Второе приближение функции амп- 


15—866 
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литудного пропускакия голограммы при коэффициенте 
контрастности фотоматериала уз согласно (3.70) будет 
равно 


т, (в) Е 
т 7 с 
Учитывая, что Ёе=Ео, представим последнее выражение 
в виде 
(2) Е-Е! 
2 сас ы 


2, 
откуда следует, что 


т. Нь®) 
2с) © 


Полагая уз=у<1 и учитывая, что на небольших 
участках области пространственных частот величина 
Ч (о) мало меняется, находим, что формула (3.75) для 
функции амплитудного пропускания голограммы с точ- 
ностью до постоянного множителя совпадает с (3.71), 
как и во втором случае. 

Таким образом, если при съемке голографического 
фильтра сигнальную волну промодулировать в соответ- 
ствии с функцией Н (о), представляющей передаточную 
функцию системы, искажающей изображение, а опор- 
ную — в соответствии с функцией 1//М (5), то при ре- 
гистрацин фильтра на пологом участке Т—Е-характери- 
стики фотоматериала (ү<1) передаточная функция го- 
лографического фильтра пропорциональна произведению 
требуемой передаточной функции оптимального восста- 
навливающего фильтра на функцию ИУ У (о). Прн на- 
ших рассуждениях осталась без внимания некоторая 
неопределенность для значений Р (в) близких, но не 
равных 1/И 4 (5), однако исходя из непрерывности за- 
висимости амплитудного пропускания от ү, можно ожи- 
дать, что, закономерность, указанная выше, сохранится 
и при этих' значениях. 

Можно дать следующее качественное объяснение 
процесса обращения функцин Н (о) є умножением на 
множитель (3.65) при, нелинейной- регистрации гологра- 
фического фильтра [120; 122]. Дифракционная эффек- 
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тивность голографического фильтра пропорциональна 
контрасту интерференционных полос и определяет мо- 
дуль передаточной функцин соответствующей области 
фильтра при фильтрации. Величина контраста полос, 
возникших вследствие интерференции сигнального (Ес) 
и опорного (Ес) равномерных пучков света, равна 


2 [Бо Ес | 


ТЕ ТЕР Е ТЕ 


(3.76) 


В случае, когда во всей области пространственных ча- 
стот соблюдается условие Бо» Ес, необходимое для пра- 
вильной реконструкции объекта голографирования, вели- 
чина 9, при равномерной опорной волне Ео=сопэ и 
сигнальной волне Е‹=Н (о), равна ц=сопз. |А (<) |, что 
н следовало ожидать. Если же выполнено обратное 
условие Е «Ес, то опѕі/ [А (©) |. В более общем 
случае величина контраста интерференционных полос 
с точностью до постоянного множителя 2|Ео| представ- 
ляет модуль передаточной функции оптимального филь- 
тра (3.64), если |Ео|?=1/Ч (о) =сопѕї. Действительно, 
из (3.76) находим 


тит 


ПЛ ТЕТЕ; 8.77) 


1 
ИН (е) [2 


Отсюда следует, что если амплитуды сигнального и 
опорного пучков в плоскости голограммы меняются по 
закону (3.73), то распределение величины контраста за- 
регистрированных полос будет иметь вид 


а 1 1 
Узы Г в ТЕН ©) (у 


1) = 879 


Однако в приведенном объяснении не учитывается 
то, что дифракционная эффективность голографического 
фильтра и, соответственно, модуль его передаточной 
функции зависят не только от контраста интерференци- 
онных полос, но и от среднего пропускання в рассматри- 
ваемой окрестности о [120]. В самом деле, дифракцион- 
ная эффективность или, что то же самое, амплитуда 
восстановленной световой волны при единичной ампли- 
туде восстанавливающей волны равна произведению 


15* 
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9—7 (о) (©). где Т(о) — пропускание фильтра. Если 
наклон характеристической кривой мал (у<1), то 


Т(ө) = ТЕ) В+ Ее ©) [2сопві7. 


Следовательно, в этом случае 9=27ТНь (5) И (0), 
что с точностью до коэффициента совпадает с (3.71). 

Итак, из простых рассуждений следует, что при усло- 
вни (3.73) модуль передаточной функции голографиче- 
ского фильтра действительно равен модулю передаточ- 
ной функции оптимального фильтра с точностью до мно- 
жителя 1/ИЧ(0). Аргумент требуемой передаточной 
функции фильтра, зависящий только от локализации 
интерференционных полос, при изменении условий регн- 
страции не меняется и, следовательно, оптимальный го- 
лографический фильтр можно реализовать на одной фо- 
топластинке. 

Отметим, что при постоянном значении ҸУ(о) пере- 
даточная функция (3.64) достигается с точностью до 
константы. Однако при реальных для фотоизображений 
значениях \ (0) —102—103 отношение средних значений 
интенсивностей опорного и сигнального пучков должно 
составлять 10-2— 10-3, из-за чего происходит перераспре- 
деление энергии в область высших пространственных ча- 
стот н восстанавливаемое в процессе фильтрации изо- 
бражение имеет низкую интенсивность. Этот недостаток 
удается преодолеть с помощью специальных мер: умень- 
шекием потерь света в оптических элементах схемы, 
применением однорастворного проявления и отбелива- 
нием голограммы ит. п. 4 

Оптические устройства, реализующие данный метод 
в экспериментах по восстановлению сильно дефокуси- 
рованных изображений, приведены на рис. 3.9 [122]. 
Особенностью указанных экспериментов является воз- 
можность моделирования функции рассеяния точки (ве- 
совой функции) оптической системы при большой дефо: 
кусировке с помощью днафрагмы конечного диаметра. 

Это позволяет легко осуществить «обмен» каналов 
опорного и сигнального пучков на этапах изготовления 
фильтра и обработки изображения, в результате чего по- 
вышается световая эффективность процесса фильтрации. 
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Рие. 3.0. Оптические устройства лля изготовления оптимального голографиче- 
ского фильтра (а) и для фильтрацин лефокусированных изображений (0) 
22 

1— лазер; 2— светоделительный куб; 3— микрообъектив: 4 — точечная ди; 
рагма; 7 — фотопластинка-голограмма; 8 — зеркало: 9 — транспарант входного 
изображения; № плосһость наблюдения восстановленного изображения 


Схема рис. 39,0 применяется на этапе изготовления гологра- 
фического фильтра. Свет лазера / с помощью светоделительного 
куба 2 направляется в каналы сигнального и опорного пучка. Канал 
сигнального пучка формируется с помощью зеркала 8, причем 
объектом голографирования служит диафрагма 6, диамегр которой 
определяется диаметром функции рассеяния точки дефокусированной 
системы /(х). Канал опорного пучка формируется с помощью мик- 
рообъектива 3, точечной диафрагмы 4 и линзы 5. На фотопластии- 
ке 7 регистрируется картина питерференции между опорной волной 
постоянной амилитуды и сигнальной волной, представляющей карти- 
ну дифракции света на круглом отверстий. Для того чтобы лифрак- 
ционная картина с достаточной точностью ‘апироксимировала пере- 
датонную функцию дефокусированной оптической схемы /7(0), 
в схеме предусмотрена возможность подбора масштаба дифракиион- 
ной картины изменением расстояния между диафрагмой 6 и фото- 
пластинкой 7. 
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На этапе фильтрации проявленная фотопластинка-голограмма 7 
устанавливается в исходное положение, а во входную плоскость 
Фурьс-апализатора, образованного онтическими элементами канала 
опорного пучка, вводится транспарант 9 с записыо первичного де- 
фокусироваиного изображения (рис. 3.9.6). Линза 5 в этом случае 
должна обеспечивать формирование фурье-образа входного распреде- 
ления р(х) точно в плоскости голографического фильтра 7, что до- 
стигается подбором расстояния между элементами, расширяющими 
пучки (3 и 4), и плоскостыо линзы 5. Расстояние между плоскостями 
входного транспаранта 9 и фильтра 7 в схеме фильтрации должно 
быть равио расстоянию от плоскости фотопластинки- до точки фо- 
ҡуспровки пучка 0 в схеме изготовления фильтра. Восстановлениое 
изображение $(х) формируется в первом дифракциониом порядке 
голограммы в выходной плоскости 10. 


Применение сферического опорного пучка при реги- 
страции фильтра и освещение входного транспаранта 
сферической волной при фильтрации позволяют до ми- 
иимума сократить количество оптических элементов 
в системе, в результате чего уменьшается светопоглоще- 
пие и снижается уровень «оптических» шумов в системе 
(см. $ 3.2). Настройка требуемого соотношения между 
интенсивностями опорного и сигнального пучков света 
достигается введением в канал опорного пучка ней- 
трального светофильтра с постоянным пропусканием, 
выбранным так, чтобы |Бъ|?=1/Ч (о) =сопѕЁ. 

В случае, когда У (5) = сопѕі, сиптез оптимального 
голографического фильтра можно осуществить путем 
маскирования опорного пучка по закону Е, (є) 
== ИҰ (5) [120]. В этом случае желательно с целью 
компенсации множителя 1/4 (5) в (3.78) использовать 
на этапе фильтрации дополнительный амплит удный фильтр 
с пропусканием и У (о), который совмещается с голо- 
графическим фильтром в частотной плоскости установки. 
Поскольку отношение сигнал/нум на близко лежащих про- 
странственных частотах для реальных фотоизображений 
резко не меняется, функция / ТФ (») достаточно пологая 
и, следовательно, требования к точности совмещения 
амплитудного и голографического фильтров не очень 
велики. 

На практике измерение отношения сигнал/шум фо- 
тоизображений Ҹ (о) является сложной задачей. Поэто- 
му часто целесообразно вместо оптимальной фильтрации 
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Рис. 310. Пример яосстанов- 
ления изображения методом 
субоптимальной голографи- 
ческой фильтрации: 


а -- исходное дефокусиро- 
ванное изображен 


б — восстановленное 


применять субоптимальную, основанную на регуляриза- 

ции решения по методу А. Н. Тихонова (см. $ 2.2). 
Сравнение множителя (3.65) со стабилизирующим 

множителем в методе регуляризации А. Н. Тихонова 


1 
т 9 ФЛН®Р 


показывает, что вместо неизвестной функции 1/4 (0) 
можно взять произвольную © (о), удовлетворяющую из- 
ложенным в $ 2.2 условиям, а степень «сглаживания» 
решения регулировать параметром а. 

При оптической обработке информации для аппро- 
ксимации Ч (о) удобно использовать функцию О (о) = 
==0°, соответствующую простейшему тихоновскому ста- 
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билизатору. Тогда маска в опорном пучке должна иметь 
амплитудное пропускание, меняющееся по линейному 
закону Т(®) =|®|. Величину а можно подобрать. меняя 
интенсивность света в канале опорного пучка [89]. 

Экспериментальная проверка предлагаемого метода 
субоптимальной фильтрации проводилась применнтельно 
к случаю компенсации больших ошибок фокусировки, 
приводящих к увеличению диаметра ФРТ системы до 
300 мкм [120]. Снимки, подлежащие восстановлению, 
регистрировались любительской фотокамерой «Зенит» 
с объективом «Гелиос-44» с тестовых изображений стан- 
дартных мир и печатного текста в условиях дефокуси- 
ровки, Голографические восстанавливающие фильтры 
изготавливались в установке, оптическая схема которой 
близка к схеме рис. 3.9. Опорный пучок в плоскости 
фильтра маскировался по линейному закону. Подбор 
параметра а производился на основе визуальной оценки 
качества восстановленных изображений. 

Примером восстанавливающих свойств одного из 
созданных субоптимальных фильтров могут служить фо- 
тоиллюстрации, приведенные на рис. 3.10. 


3.6. ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ В ОПТИЧЕСКИХ СИСТЕ- 
МАХ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 


Основным достоинством рассмотренных выше опти- 
ческих систем обработки информации является высокое 
быстродействие. Однако по гибкости программирования 
различных методов и алгоритмов эти системы значи- 
тельно уступают не только цифровым ЭВМ, но и сред- 
ствам аналоговой электронно-вычислительной техники. 
Фактически с помощью оптических систем рассмотрен- 
ного типа легко реализуются только те методы восста- 
новления, которые основаны на фильтрации наблюдае- 
мого сигнала при его прохождении через разомкнутый 
восстанавливающий фильтр с заданной передаточной 
функцией. Хотя класс таких методов достаточно широк 
(инверсная фильтрация, оптимальная винеровскаяфиль- 
трация, фильтрация с регуляризацией решения), он не 
включает в себя многие полезные методы, предусматри- 
вающие введение обратной связи. К инм относятся, на- 
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Рис. 3.1. Схема системы 
с обратной связью 


Ей 


пример, методы итерационного типа (см. $ 1.4) или 
метод МАВ-оценки решения нелинейного уравнения 
(см. $ 2.4). 

Введение обратной связи в оптические системы об- 
работки информации позволило бы не только расширить 
класс реализуемых методов восстановления сигналов, но 
и упростить синтез восстанавливающих фильтров за 
счет включения модели искажающего звена в цепь об- 
ратной связи системы восстановления. 

Существуют два типа оптических систем с обратной 
связью: пассивные и активные. Примером пассивной си- 
стемы в оптике может служить, например, интерферо- 
метр Фабри — Перо, активной — лазерный генератор. 
Для обработки информации также можно использовать 
оптические системы этих двух типов. Пассивные оптиче- 
ские системы обработки информации с обратной связью 
рассмотрены в [123—125], активные—в [126, 127]. Для 
описания процессов функционирования оптических си- 
стем обработки информации с обратной связью незави- 
симо от типа системы используется обычный для систем 
с обратной связью формализм, который состоит в сле- 
дующем. 

Пусть на вход некоторой произвольной системы, ха- 
рактеризующейся оператором 26е, подан сигнал јьх 
(рис. 3.11). Выходной сигнал равен Һых==26реЃьх. Если 
часть энергии выхода поступает в цепь обратной связи, 
характеризующуюся оператором 26е, и затем склады- 
вается с входным сигналом, то на входе первой системы 
образуется сигнал [вх Вых» где В — параметр 
(в общем случае комплексный), показывающий, какая 
часть выходного сигнала поступает в цепь обратной свя- 


Лх Твых 
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зи. Тогда соотношение между входным и выходным сиг- 
налами определяется формулой 


Вых бро ([ьх-- в осВ[вых) - (3.79) 


. В случае линейных систем можно, пользуясь, прин- 
ципом суперпозиции (1.1), представить (3.79) как 


РВ Жосһых (3.80) 


и из (3.80) получить связь между входным и выходным 
сигналами в явном виде: 


Һыу № (3.81) 
тде 9 — единичный оператор. Оператор 


№» 
Ел 


и. (882) 


называют оператором замкнутой системы, а оператор 
26е — разомкнутой системы (прямой связи) 

Легко показать, что для однородных линейных си- 
стем, основной закон функционирования которых описы- 
вается уравнениями типа свертки, передаточные функ- 
ции замкнутой и разомкнутой систем связаны соотноше- 
нием, аналогичным (3.82): 


Нь (9) 


и ду." 


(3.83) 


Для действительных коэффициентов обратной связи при 
В>0 получим положительную обратную связь, при 
В<0— отрицательную. Если модули ОТ и [Нос (©) | 
всюду меньше или равны единице, то система считается 
пассивной; в противном случае — активной. 

Одна из возможных схем пассивной оптической си- 
стемы обработки информации с обратной связью при- 
ведена на рис. 3.12 [123]. 
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Ц 


Рис, 342. Схема пассивной оптической системы обработки информации 
< обратной связью [1231 


В этой однокаскадной системе имеется два полупрозрачных зеркала 
ПЗ, и ПЗ» создающих оптическую обратную связь. Зеркало ПЗ, 
находится в передней фокальной плоскости линзы Ле, зеркало 
ПЗ, в задней фокальной плоскости линзы Ль. Лнизы Ле и Ль 
расположены на расстоянии 21 друг от друга м оптическая система 
в целом при когерентном освещении работает как дифракционный 
коррелятор. Входной сигнал (изображение) вводится в плоскость 
П. Лииза Ло формирует в частотиой плоскости коррелятора Из 
дифракциоиную картину входного сигнала, т. е. его фурье-спектр 
Рык(@). В плоскости Из осуществляется умножение спектра входно- 
го’сигнала на передаточную функцию разоикнутой системы с по- 
мощью пространственно-частотного фильтра Нрс(6), устаповленного 
па оптической оси системы в плоскости /7з. 

При помощи линзы Ль в плоскости Лз образуется повторное 
преобразование Фурье фильтруемого сигнала. Часть энергии сигнала 
через полупрозрачное зеркало ИЗ» поступает на выход, а оставшая- 
ся часть, отразившись от поверхности зеркала ИЗь проходит через 
линзу Ль в обратном направлении и снова подвергается фурье-пре- 
образованию. Так как зеркало 173: наклонено на некоторый малый 
угол 4-Ө к плоскости лиизы, дифракциониая картина входного сиг- 
нала при обратном проходе будет смещена относительно оптической 
оси в плоскости Лз. Соответствующим выбором параметров систе- 
мы Ё и Ө можно добиться, чтобы дифракционные картины сигнала 
в плоскости Л» на прямом н обратном проходах ве перекрывались. 
Поэтому дифракционную картину сигиала на обратном проходе 
можно фильтровать с помощью пекоторого фильтра Нос (6), про- 
странственно отделениого от фильтра Ньс («). Распределение ком- 
плексных амплитуд света, пропорциональное Р»х(6)Нре(®), на 
обратном проходе подвергается фурье-преобразованию с помощью 
линзы Ле и направляется зеркалом ПЗь наклоиенным на угол —Ө 
к плоскости линзы, вдоль оптической оси системы. Таким образом, 
ма кажлом прямом проходе входной сигнал обрабатывается фильт- 
ром Нс (©), а на обратпом — фильтром Ное («). 
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Пусть длина когерентности света много больше 
удвоенного расстояния между зеркалами 3, п ИЗ» и 
световые волны в системе сохраняют способность интер- 
ферировать даже после очень большого числа проходов. 
Предположим также, что мы можем контролировать 
оптическую длину пути в системе, изменяя расстояние 
между зеркалами с точностью много большей, чем длина 
золны света. Это означает, что, изменяя расстояние 
между зеркалами, мы можем управлять разностью фаз 
Ф волны на прямом проходе и волны, задержанной 
в цепи обратной связи. При этих условиях передаточная 
функция замкнутой оптической системы равна [123] 


Нр. (о) 


Н. (9) = туабехр (Ни (9) оба) › (3.84) 


где гл и м — амплитудные коэффициенты отражения зер- 
кал ПЗ и ПЗ» соответственно; В и ь— коэффициенты их 
пропускания; із — суммарный коэффициент пропускания 
оптических элементов, расположенных между зеркалами. 

Сравнение формул (3.83) и (3.84) показывает, что 
они совпадают с точностью до постоянного множителя 
410, причем В=ғ1%/зехр(/Ф). Ясно, что настройка рас- 
стояния между зеркалами так, чтобы Ф@—0, дает поло- 
жительную обратную связь (ехр(/0)=-+-1). При Ф=л 
получим отрицательную обратную связь (ехр (ўт) =——1). 
Так как у обычных оптических пространственно-частот- 
ных фильтров |Нре(®)|<1 и |Нос (©) [<1, система 
рис. 3.12 является пассивной, Кроме того, поскольку 
произведение гіз также меньше единицы, знаменатель 
дроби в (3.84) ни при каких условиях не равен нулю 
и с точки зрения теорни автоматического регулирования 
система всегда устойчива. 

Для того чтобы показать, как систему рис. 3.12 
можно использовать для восстановления сигналов, на- 
строим расстояние между зеркалами на величину Ф—0 
(положительная обратная связь), а в цепь обратной 
связи установим фильтр Нос (в) =1—Н (ө), где Н()— 
передаточная функция системы приема сигнала, вызвав- 
шей его искажение. Положим далее Нье (в) =1, т. е. 
в разомкнутую часть оптической системы вводить про- 
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странственно-частотный фильтр не будем. Тогда из 
(3.84) находим 


4, Е ТА 
Н (8) т АГ О) т! 


З (®) 7 

(3.85) 
Если потери в оптических элементах системы малы, 
а зеркала имеют высокий коэффициент отражения, то 


величина 7123 близка к единице. Тогда из (3.85) полу- 
чим 


1 


Н, = но 


(3.86) 
Следовательно, в рассмотренном случае передаточная 
функция оптической системы с обратной связью пропор- 
циональна передаточной функции инверсного восстанав- 
ливающего фильтра. Заметим, что специально создавать 
пространственно-частотный инверсный фильтр вида, 
1/Н(®), как это делается в разомкнутых оптических 
системах, здесь не требуется. Процесс инверсной филь- 
трации достигается с помощью более простого фильтра 
1—Н (о) за счет обратной связи. 

В оптических системах с обратной связью легко 
реализуются и более сложные, чем инверсная фильтра- 
ция, методы восстановления сигналов. Покажем, напри- 
мер, как в системе с обратной связью можно реализо- 
вать метод оптимальной фильтрации Винера и метод 
регуляризации Тихонова. Для этого представим форму- 
лу (3.83) при В=—1 (отрицательная обратная связь) 


в виде 
Нр (0) ВИЙ. 
Не) = тн 09) ие По ТН ® Но (9) 
(3.87) 
Полагая 
Н, (0) = (9); Н, (о) = Н (0) Е), (3.88) 
из (3.87) находим 
1 1 
Нино ТРИО 28:99) 
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Нетрудно видеть, что персдаточная функция замкнутой 
системы с отрицательной обратной связью (3.89) и пе- 
редаточная функция оптимального восстанавливающего 
фильтра (2.38) полностью совпадают. 

Если положить 


Нос (®)=Н (о); Нре(о)==Н* (о) /а0 (о), (3.90) 
из (3.87) получим формулу 


1 Й 


неу ГЕОЛ, 890) 


Н. (а) 


полностью совпадающую с передаточной функцией вос- 
станавливающего тихоновского фильтра (2.14). Таким 
образом, чтобы реализовать процесс восстановления 
сигналов методом оптимальной фильтрации или мето- 
дом регуляризации в системе с отрицательной обратной 
связью, достаточно включить в цепь обратной связи 
модель передаточной функцин искажающей системы 
Н (о), а в цепь прямой связи системы ввести фильтр 
Н (о) (о) или Н* (о) /а0 (о). 

В оптической схеме рис. 3.12 при отрицательной 
обратной связи (ФЬ—ял) передаточная функция замкну- 
той системы равна 


Пр. (@). 


Н, Ел © Н 0 


эс 


ДА 1 1 а 
п а 09) На) Но (ау ° 094) 


Если мгәіз=>1, то при соблюдении условий (3.88) полу- 
чим из (3.92) передаточную функцию оптимального вос- 
станавливающего фильтра 


Н.Ф = 4, и 


1 
НО ТЕМЕ 9), 955) 


а при (3.90) — передаточную функцию восстанавливаю- 
ъцего тихоновского фильтра 


1 1 
Но = тау ГЕО Чен) 
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Практическая реализация восстанавливающих фильтров 
с передаточными функциями вида (3.86), (3.92) и (3.94) 
в оптической системе рис. 3.12 связана с рядом труд- 
ностей. 

Во-первых, поглощение света в оптических элемен- 
тах схемы должно быть сведено к минимуму, а коэффи- 
циенты отражения зеркал должны быть максимальны- 
ми, чтобы произведение /1г223 было как можно ближе 
к единице. Но чем больше отражение зеркал, тем мень- 
ше световой поток на выходе системы. Кроме того, что- 
бы минимизировать потери света в системе требуются 
пространственно-частотные фильтры с максимальной 
световой эффективностью. По этой причине использова- 
ние голографических фильтров затруднительно и наи- 
более целесообразно применять чисто фазовые прост- 
ранственно-частотные фильтры, обладающие высокой 
световой эффективностью. 

Во-вторых, расстояние между зеркалами должно. 
выдерживаться с очень высокой точностью, чтобы обес- 
печить требуемую разность фаз Ф. Для этого приходит- 
ся одно из зеркал укреплять на пьезокристаллическом. 
датчике, входящем в состав сложной системы автома- 
тического регулирования [123]. Наконец, в-третьих, наи- 
большая трудность заключается в выборе источника све- 
тового излучения, длина когерентности которого должна. 
быть во много раз больше величины удвоенного расстоя- 
ния между зеркалами. Даже высокостабильные газовые 
лазеры, обеспечивающие длину когерентности порядка 
десятков сантиметров и более, позволяют сохранить 
способность синфазного сложения волн лишь на несколь- 
ких проходах. Это существенно ограничивает точность, 
с которой в оптической схеме рис. 3.12 можно модели- 
ровать передаточную функцию системы с обратной 
связью. 

Высокая точность задания расстояния между зерка- 
лами и ббльшая длина когерентности излучения не тре- 
буются в пассивной оптической системе, где сложение 
световых волн, циркулирующих в цели обратной связи, 
осуществляется не по комплексной амплитуде, а по ин- 
тенсивности света. Такая система использована в [124, 
125] для выполнения различных преобразований сигна- 
лов. Ее схема приведена на рис. 3.13. В этой системе 
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љ № ЕЛ 


Рис. 3.15. Схема пассивной оптической системы с обратной связью для 
преобразования сигналов [1241 


плоскости Пу, Лз, П, П являются предметными, пло- 
скости Пь, Па, Пь, Пт — частотными. Цепь обратной свя- 
зи образована полупрозрачными зеркалами ЛЗ; и ПЗ. 
и зеркалами 3 и 31. 


Рассмотрим работу этой системы [124]. Предположим сначала, 
что плоскость Л; свободна, в плоскости Ла установлен транспарант 
обрабатываемого сигнала (изображения), имеющий пропускание по 
интенсивности (х), в плоскости Л» помещен фазовый клин (приз- 
ма), амплитудное пропусканне которого пропорционально функции 
ехр (јӘх), а в плоскости Пт введен пабор постоянных фильтров 
с пропускапием по интенсивности а„, расположенных в ряд на рас- 
стоянии ВЕ друг от друга (Г— фокусное расстояние лиизы +1). 

Если амплитуда освещающего пучка равна едипице, то после 
транспаранта распределение комплексных амплитуд поля будет рав- 
но УП»). Часть светового потока после фурье-преобразования на 
линзе Л. пройдет через полупрозрачное зеркало ПЗ», попадет на 
первый фильтр а, расположенный на оптической оси системы в пло- 
скости Йз, н после повторного преобразования Фурье на линзе Ле 
сфокусируется в плоскости Пе. Другую часть потока полупрозрачное 
зеркало ПЗ» направит в цепь обратной связи. В плоскости П, она 
получит фазовый пабег н снова умпожится на амилитудное пропус- 
канне транспаранта, так что комплексная амплитуда волны после 
транспаранта будет равна [И]? ехр (104). Из-за фазового па- 
бега эта часть потока попадгет уже ка второй фильтр аз, смещен- 
ный от оси на величину бї, и также сфокусируется в плоскости Па. 
Далее получим волну [И Р(х) ]* ехр (/20х), которая берез фильтр аз 
пройдет на выход, На следующем проходе будет задействован 
Фатыр аа, затем 65 И Т. д. 

ақ как длина қогерентиости светового излучения в рассмат- 
риваемой схеме предполагается меньше длины оптической линии за- 
держкн, все потоки в плоскости Ив сложатся по ннтенсивности. Бели. 
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для простоты выкладок не учитывать ослабление света в замкнутой 


системе, то для результирующего светового распределения можно 
записать 


к 


У «И. 


а 


201 =. (х) + а, РО) +... Нах [РОЈ 
(3.95) 


Следовательно, на выходе системы можно получить степенное раз- 
ложение входной функцнн. Изменяя величины а», можно менять вид 
функциональной зависимости входа и выхода. Ограничением здесь 
является только положительная определенность коэффициентов ал. 
Однако это ограничение удается преодолеть, записывая входной сиг- 
нал на «подставке». Известно, что нелинейное преобразование функ- 
ции Р(х) —А (где А — положительная постоянная илн «подставка») 
оператором, содержащим только положительные коэффициенты, 
эквивалентно преобразованию функции [(х) нелинейным оператором 
вида (3.95), имеющим знакопеременные коэффициенты аһ ПОЯИ 

Предположим теперь, что транспарант с записью входного изо- 
бражения помещен в плоскость Па, в замкнутом цикле действует 
некоторый оператор 9[/(х)], а плоскость Пт свободна. Тогда при 
первом лроходе в выходную плоскость Из спроектируется само изо- 
бражение, при втором ‘проходе — изображение, преобразованное 
оператором %, при третьем — изображение, преобразованное опера- 
тором 9 и т. д. Если, например, в замкнутом цикле действует 
оператор изменения масштаба, то в выходной плоскостн получим 
множество разномасштабных изображений, если действует оператор 
изменения ориентации — множество различно ориентированных изо- 
бражений [125]. При освещении непрерывным излучением все пре- 
образованные изображения будут присутствовать в выходной пло- 
скости одновременно. Различные операторы можно получить вве- 
денисм тех или иных оптических элементов (объективов, решеток, 
оборачивающих призм и т. п.) в цепь обратной связи системы. 
Введеннем пространственно-частотных фильтров в плоскость 2 
можно заранее осуществить фильтрацию входного сигнала. 


Покажем теперь, каким образом эту систему можно 
использовать для реализации методов восстановления 
сигналов. Из изложенного вызше ясно, что система обес- 
печивает либо последовательное умножение сигнала са- 
мого на себя, когда входной транспарант находится 
в замкнутой части схемы, либо повторное применение 
к сигналу оператора, действующего в цепи обратной 
связи, когда входиой транспарант вводится в цепь пря- 
мой связи схемы. В первом случае световые пучки, соот- 
ветствующие различным степеням функции сигнала, 
16—866 
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взвешиваются с коэффициентами а» и суммируются по 
интенсивности на выходе системы, во втором случае — 
суммируются на выходе с одинаковым весом. Для про- 
странственного разделения этих пучков и независимого 
взвешивания используется свойство когерентного света 
иметь одно и то же распределение ‘интенсивности при 
различных фазовых фронтах. 

Установим транспарант с записью искаженного сиг- 
нала [(х)=й1(х)Ж$(х) в плоскость Пи, а в плоскость 
П; введем набор постоянных фильтров а, 01, ..., ах, 
причем будем считать, что фильтр, размещенный на 
оптической оси, имеет пропускание 40. Настроим 
цепь обратной связи так, чтобы в замкнутом цикле дей- 
ствовал оператор сдвига изображения. Для этого доста- 
точно, например, поместить в одну из частотных плоско- 
стей цепи обратной связи (ПЛ или Лв) фазовый клин, 
осуществляющий умножение спектра сигнала, циркули- 
рующего в цепи обратной связи, на функцию ехр (— јо). 
Тогда ‘после первого прохода сигнала в цепи обратной 
связи спектр Ё (о) умножится на ехр (—5), после вто- 
рого— на ехр(—/200), после п-го— ма ехр(—јибо). 
Если в плоскости /75 также стоит фазовый клин, то све- 
товой пучок после и-го прохода попадает на соответст- 
вующий и-й фильтр в плоскости Пт. Комплексная 
амплитуда суммарного поля за плоскостью П; будет 
пропорциональна функции 


Р(а)--а,Р (ө) ехр(— №ю)-[-..На,Р (о) ехр(— М) 
м 
==Р (о) У) а,Р()ехр (— и). (3.96) 
пі 
Так как согласно теореме о сдвиге 
5-Е) ехр (— пб) = — п), 


преобразование Фурье функции (3.96) с помощью лин- 
зы Л приведет к формированию в плоскости Лв выход- 
ного распределения комплексных амплитуд в виде 


м 
ГО), ах п). (3.97) 


па 


36. Восстановление сигналов в системах с обратной связью 243 


Сравнивая (3.97) с правой частью (1.84) (см. 
$ 1.4), видим, что световое распределение на выходе 
системы соответствует восстановленному сигналу $(х), 
если коэффициенты а» равны коэффициентам разло- 
В, функции 1/Н (©) —1 в тригонометрический ряд 


м 
= у а, ехр (— іпдо). 


Следует обратить внимание на то, что в оптической 
системе рис. 3.13 нам удалось реализовать один из ме- 
тодов восстановления сигналов, основанных на добав- 
лении поправок к наблюдаемой функции, без примене- 
ния обратных пространственно-частотных фильтров и 
даже без включения передаточной функции искажающе- 
го звена в цепь обратной связи. Физика этого процесса 
восстановления, по-видимому, близка к физике фотогра- 
фического метода «нерезкой маски», в котором добива- 
ются улучшения качества фотоизображения Нбх) кон- 
тактной перепечаткой фотоснимка, сложенного с его ме- 
резкой копией [118]. Последняя и играет роль суммы 
сдвинутых изображений /(х—лӨ). Однако в методе 
«нерезкой маски» характеристики искажающей системы 
Н(®) никак не учитываются: сдвинутые изображения 
суммируются с неизменными весами, обусловленными 
дефокусировкой изображения / (х) при изготовлении его 
нерезкой копии. В предлагаемом же методе осуществля- 
ется не просто улучшение, а восстановление изображе- 
ния: мы можем управлять весовыми коэффициентами 
суммирования, изменяя пропускание постоянных филь- 
тров в «соответствии с коэффициентами разложения 
обратного оператора задачи в ряд (1.83). 

Очевидно, что с помощью оптической схемы рис. 3.13 
можно реализовать и другие методы восстановления 
сигналов, ‘предусматривающие добавление поправок 
к наблюдаемой функции согласно формулам (1.76), 
(1.80) н (1.82) (см. $ 1.4). Для этого требуется, чтобы 
в замкнутом цикле действовал оператор, отвечающий 
разложению 17 (е) —1 в соответствующий функцио- 


16* 
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нальный ряд. Конструктивные решения оптических си- 
стем, реализующих указанные методы, могут быть раз- 
личными, но во всех случаях потребуется введение за- 
ранее изготовленных пространственно-частотных филь- 
тров в цепь оптической обратной связи. 

Одним из недостатков рассмотренной схемы, как и 
других возможных пассивных оптических схем с обрат- 
ными связями, является сильное ослабление светового 
потока после каждого цикла прохождения сигнала 
в цепи обратной связи. По этой ‘причине на практике 
удается сложить лишь несколько единиц (иногда десят- 
ков) световых пучков, отвечающих различным членам 
разложения в ряд обратного оператора задачи. Хотя 
вследствие  иекорректности задачи восстановления 
болышое число членов ряда принципиально учитывать 
нельзя (см. $ 1.4), затухание световых пучков наклады- 
вает определениые ограничения на возможность реали- 
зации различных методов восстановления. Другой недо- 
статок связан со сложением пучков ло интенсивности; 
в результате возникают трудности обеспечения отрица- 
тельных и комплексных значений весовых коэффициен- 
ТОВ 2л. 

Активные оптические системы с обратной связью 
свободны от указанных недостатков. Активными элемен- 
тами таких систем могут служить лазерные усилители 
света или простраиственно-временные модуляторы света 
(динамические транспаранты). Одна из возможных схем 
оптической системы с лазерным усилителем в качестве 
активного элемента показана на рис. 3.14 [126]. . 


"В этой системе предусмотрена одна частотная плоскость Из, 
находящаяся в цепи обратной связи, образованной с помощью по- 
лупрозрачных зеркал ИЗа и ПЗь и зеркал За и Зь (направление 
распространения световых волн показано на рисунке стрелками). 
Фурьс-спектр циркулирующего в цели обратной связи сигнала соз- 
дается при помощи линзы Уз, а линзы Ла, „Л и Л; служат для 
отображения сигнала в предметные плоскости системы на входе и 
выходе лазерного усилителя. 

Передатоная функция замкнутой системы определяется фор- 
мулой (3.84), где в качестве Нъе (©) выступает передаточная функ- 
ция лазерного усилителя, в качестве Нос (@) — передаточная функ- 
ция пространственно-частотного фильтра, установленного в плоско- 
сти Лр. Как и в случае пассивной системы рис. 3.12, значение 
коэффициента обратной связи В зависит от разности фаз Ф волны на 
прямом проходе п волны, задержайной в цепи обратной связи. Тре- 
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Рис. 3.14. Активная оптиче- ! л, 
ская система с обратной Ч љ 
связью, использующая лг- Н 
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Рис. 3.15. Схема операцион- 
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буемая настройка величины Ф также осуществляется изменением 
оптической длины пути в системе. Однако в отличие от пассивной 
схемы из соображений устойчивости системы здесь можно ввести 
только отрицательную обратную связь, 

Если в плоскости Пу установлен фильтр с передаточной функ- 
цией Нос (6) =Н(6) и лазерный усилитель света имеет достаточно 
большой коэффициет усиления: Нье(0) > Нос (6), то согласно 
(3.84) передаточная функция замкнутой системы с отрицательной 
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обратной связью (В=-—1) будет пропорциональна функции 1/Н (6). 
В данном случае система рис. 3.14 работает как инверсный фильтр. 

Ясно, что в этой системе можно реализовать восста- 
навливающие фильтры и других типов. Активный харак- 
тер функционирования системы позволяет использовать 
пространственно-частотные фильтры с низкой световой 
эффективностью, а также снизить требования к допусти- 
мому поглощению света оптическими элементами схемы. 
Однако создание лазерных усилителей с большой апер- 
турой, позволяющей вводить в систему высокоинформа- 
тивные сигналы, является довольно сложной проблемой, 
Кроме того, трудности поддержания заданной разности 
фаз ф и обеспечения большой длины когерентности из- 
лучения в рассмотренной схеме оказываются того же 
порядка, что и в пассивной оптической системе рис. 3.12. 
Это существенно ограничивает практические возмож- 
ности ее применения. 

Активные оптические системы с обратной связью на 
динамических транспарантах обладают более широкими 
возможностями [127]. В этих системах легко реализует- 
ся оптическая модель операционного усилителя — основ- 
ного элемента аналоговой электронно-вычислительной 
техники (рис. 3.15). Главным достоинством их является 
возможность реализации вычислительной операции де- 
ления оптических передаточных функций общего вида. 
Действительно, нетрудно показать, что передаточная 
функция замкнутой системы, собранной по схеме 
рис. 3.15, при большом коэффициенте усиления (4% 1) 


и отрицательной обратной связи (В=— 1) равна [128] 
Нр 6) 
Н.) = Ну (3.98) 


Это позволяет, например, полагая /,с=[ (©), 
Нре(о) =К(о), осуществить с помощью оптического 
операционного усилителя восстановление сигналов с ре- 
гуляризацией решения различными стабилизирующими 
множителями К (6) (см. $ 2.2). 

Существует несколько вариантов построения актив- 
ных оптических систем с динамическими транспарантами 
[127]. Мы рассмотрим лишь один из них применительно 
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к реализации итерационного метода восстановления, 
основанного на алгоритме последовательных приближе- 
ний Бургера и Ван Ситтера (см. $ 1.4): 

Схема активной оптической системы с динамически- 
ми транспарантами для моделирования этого метода 
показана на рис. 3.16. 


В системе имеются четыре полупрозрачных зеркала 1731—73, 
два динамических транспаранта ДТ: и ДТ» и три источника моно- 
хроматического света: КС! и КСз с длиной волны Ам, и СС с длиной 
волны Ас (КС — красиый свет, СС — синий свет). Поскольку кон- 
структивиые решения такой системы здесь не принципиальны, линзо- 
вые элементы на схеме не показаны, а направления световых волн 
указаны стрелками (сплошиые стрелки для источников КС, штрихо- 
вые— для источинка СС). Предполагается, что в качестве ДТь 
используется устройство типа РНОТОТІТОЅ [199], чувствительное 
к излучению с длиной волны Ль, а в качестве ДТ» — устройство 
типа РВОМ [130], чувствительное к излучению с длиной волны Ае. 
Первое из них в оптическом операционном усилителе выполняет 
роль «сумматора», складывающего или вычитающего сигналы — 
изображения, а второе служит «интегратором», пакапливающим по- 
даиные иа него сигналы. Транспарант ДТ, должен работать в режи- 
ме запись — стирание, а Д7г — только в режиме записи. Предпола- 
гается также, что динамические транспаранты установлены в пред- 
метиые плоскости системы, а в цепи обратной связи имеется по 
крайней мере одна частотная плоскость Из, в которую можно 
ввести пространственно-частотный фильтр, рассчитанный на длину 
волны излучения А». 


Пусть на вход системы подано искаженное изобра- 
жение (х), а в частотную плоскость Их введен фильтр 
с передаточной функцией искажающего звена Н(®). 
Будем рассматривать прохождение входного сигнала 
в системе по циклам, разбивая каждый цикл по тактам 
работы динамических транспарантов. 

В первом такте первого цикла осуществляется за- 
пись функции {(х) на ДТ! от источника КС). Во втором 
такте включается источник КС» и «нулевое» изображе- 
ние (обозначим его 50(х)=0), имеющееся на ДТ», по 
цепи обратной связи подается через фильтр Н(о) со 
знаком минус на ДТ;. Теперь на ДТ, будет записан 
сигнал 


з, (к) == (0) — А (к) же, (а) = Г (0) — А (90 7 (0). 
(3.99) 
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В третьем такте включается источник СС и функция 
(3.99) переписывается с ДТ; на ДТ» в отраженном све- 
те. Изображение, записанное на ДТ\, стирается. На этом 
первый цикл заканчивается. 

В первом такте второго цикла входное изображение 
1(х) снова записывается на ДТ; с помощью источни- 
ка КСу. Во втором такте изображение ѕ; (х), перенесен- 
ное в первом цикле на ДТ» (см. функцию (3.99)), после 
включения источника КС; проходит по цепи обратной 
связи через фильтр А (е) и на ДТ; складывается со 
знаком минус с входным изображением (х). Таким 
образом, на ДТ регистрируется функция (х) — 
(х) Ж 5; (х). В третьем такте после включения источ- 
ника СС эта функция переписывается с ДТ, на ДТ; и 
суммируется с хранящимся на нем изображением пер- 
вого цикла 51(х). В результате на ДТ» регистрируется 
функция 


5» (х) == Ё (х) - $, (х) — А (х), (х) 
== | (х) б) — 8 )ЖЕ О). (3.100) 


Изображение, записанное на ДТ!, стирается и второй 
цикл заканчивается. 

В каждом последующем цикле указанные операции 
повторяются. Сигналы ѕо(х), $1(х), 52(х) и т. д., цирку- 
лирующие в цепи обратной связи, в каждом цикле по- 
даются на выход системы (часть светового потока ис- 
точника КС, выводится из замкнутой системы через по- 
лупрозрачное зеркало /73,). 

Сравнивая правые части формул (3.100) и (1.73) 
видим, что изображение второго цикла есть не что иное, 
как восстановленный сигнал, соответствующий разложе- 
нию обратного оператора задачи в ряд Неймана при 
учете только первого члена этого ряда (см. $ 1.4). Ясно, 
что каждое изображение последующего цикла выража- 
ется через изображение предыдущего цикла рекуррент- 
ным соотношением 


5а (х) б) 5, (0)— (х) е, (х); п=0,1,2, 


(8.101) 


полностью совпадающим с формулой (1.74) для восста- 
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новления сигналов методом последовательных прибли- 
жений Бургера и Ван Ситтера. 

Получить несложную реализацию этого метода 
в оптической системе рис. 3.16 удалось потому, что на 
динамическом транспаранте типа РВОМ вследствие 
особенностей режимов записи и стирания информации 
легко получаются операции сложения и вычитания изо- 
бражений, представленных распределением интенсивно- 
стей света. Подробности обработки знакопеременных 
сигналов в таких системах описаны в [127]. 

Рассмотренная система восстановления сигналов 
обладает одной интересной особенностью. На динамиче- 
ском транспаранте ДТ! во втором такте каждого цикла 
фактически регистрируется функция ѕъі (х) —ѕл(х), 
т. е, «невязка» между последовательными приближения- 
ми решения. Визуализация этой функции с помощью 
периферийной оптики позволяет оператору осуществить 
оперативный анализ восстановления и прервать итера- 
тивный процесс в том случае, когда вследствие некор- 
ректности задачи начинают недопустимо усиливаться 
шумы и решение «разбалтывается» (см. $ 1.4 и 1.6). 
К другим достоииствам системы можно отнести просто- 
ту настройки оптической схемы (вследствие суммиро- 
вания оптических сигналов по интенсивности) и отсут- 
ствие затухания сигналов в цепи обратной связи (вслед- 
ствие усиления световых потоков с помощью динами- 
ческих транспарантов). Недостатком системы является 
конечная, иногда довольно большая, длительность каж- 
дого цикла итераций, определяемая временем записи и 
стирания информации на динамических транспарантах. 


ПОСЛЕСЛОВИЕ 


Итак, возможна ли редукция к идеальному прибо- 
ру? Было показано, что при ответе на этот вопрос необ- 
ходимо учитывать аспекты как теоретические, связанные 
с решением некорректно поставленных задач, так и 
практические, связанные с реализацией вычислительных 
алгоритмов восстановления сигналов. 

Рассматривая теоретические аспекты проблемы 
в рамках линейной стационарной модели, необходимо 
прежде всего уточнить, какой смысл вкладывается в по- 
нятие идеальный прибор в данной задаче восстановле- 
ния. Чаще всего под идеальным прибором понимается 
прибор с весовой функцией в виде 6-функции. Переда- 
точная функция Нин(®) такого прибора равна констан- 
те в диапазоне частот от —со до -|-оо (рис. П.1,а). Ясно, 
что если передаточная функция реального прибора су- 
щественно отлична от нуля лищь в некоторой ограничен- 
ной полосе частот (—@, ®г) (рис. П.1,6), то для редук- 
ции к идеальному прибору с 6-образной весовой функци- 
ей понадобится осуществить аналитическое продолже- 
ние спектра сигнала, используя априорную информацию 
о задаче. Конечно, идеальная редукция при аналитиче- 
ском продолжении практически невозможна из-за влия- 
ния случайного шума (см. $ 1.7). Но в ряде случаев 
удается существенно расширить полосу частот реально- 
го прибора в процессе редукции, подавляя шум методом 
оптимальной фильтрации. 

В практических задачах восстановления сигналов 
идеальным прибором иногда считается прибор с «пря- 
моугольной» передаточной функцией, заданной в проме- 
жутке (—@, ог), соответствующем полосе пропускания 
реального прибора (рис. П.1,6). Это означает, что ло 
условиям задачи нас не интересуют частоты входного 
сигнала, лежащие вне полосы пропускания прибора 
(например, сигнал просто не содержит таких частот). 
Если передаточная функция реального прибора не имеет 
«нулевых точек» внутри полосы пропускания, как на 
рис. П.1,6, то при восстановлении сигнала каким-либо из 
методов, изложенных в гл. 1, 2, необходимо позаботиться 
только о том, чтобы решение было единственным и 
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устойчивым к шумам на «краях» полосы пропускания 
прибора, т. е. вблизи точек —@г и є. Это можно 
достигнуть различными способами: фильтрацией с огра- 
ничением полосы частот инверсного фильтра; фильтра- 
цией с ограничением полосы частот и усиления инверс- 
ного фильтра; регуляризацией решения и т. д. Но, ста- 
раясь’ уменьшить влияние шума на частотах, близких 
к —@: и оь мы неизбежно уменьшаем вклад «полезных» 
частотных составляющих сигнала на этих частотах. Так, 
применяя метод инверсной фильтрации с ограничением 
лолосы частот фильтра, мы фактически «срезаем» все 
частоты сигнала выше некоторой частоты [ос | < 
(см. $ 1.6, 2.5). Передаточная функция суммарной си- 
стемы, т. е. последовательности систем приема и восста- 
новления сигнала, в этом случае имеет вид прямоуголь- 
ного импульса Н,(ө) (см. рис. П.1,в). 
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Если передаточная функция реального прибора име- 
ет «нулевые точки» и внутри полосы пропускания, то 
общие потери полезных частотных составляющих сигна- 
ла при восстановлении будут еще большими. Поэтому 
редукция к идеальному прибору с «прямоугольной» пе- 
редаточной функцией на практике также невозможна. 
Единственное, что можно сделать — это минимизировать 
потери полезных частотных составляющих за счет пра- 
вильного выбора метода восстановления. При наличии 
полной априорной информации о задаче наиболее эффек- 
тивными оказываются методы статистической регуляри- 
зации (в частности, метод оптимальной фильтрации), 
при отсутствии такой информации — метод регуляриза- 
ции А. Н. Тихонова. 

Применение методов регуляризации в задачах вос- 
становления приводит к тому, что график передаточной 
функции суммарной системы оказывается «плоским» на 
частотах, далеких от «нулевых точек», и плавно умень- 
шается до нуля на частотах, близких к ним. Следова- 
тельно, применяя методы регуляризации, мы можем го- 
ворить о принципиальной возможности редукции К «поч- 
ти идеальному» прибору с ограниченной полосой частот. 
Такой прибор имеет передаточную функцию Н. (ө) 
в виде прямоугольного импульса, но с гладкими краями 
(рис. П.1,в). 

Заметим, что такая идеализация часто бывает по- 
лезной на практике. Действительно, хорошо известны 
особенности линейной фильтрации сигналов при спек- 
тральных окнах прямоугольной формы. Эти особенности 
связаны с явлением Гиббса, возникающим в точках раз- 
рыва прямоугольной частотной характеристики. Из-за 
явления Гиббса представление функций рядом Фурье 
в окрестности точек разрыва не вполне удовлетворитель- 
но: функция, представленная рядом Фурье, переходя че- 
рез разрыв, делает скачок, примерно на 18% больший, 
чем исходная функция, и колеблется, постепенно при- 
ближаясь к исходной. 

Передаточным функциям с разрывами соответству- 
ют весовые функции колебательного характера. Прямо- 
угольной передаточной функции соответствует весовая 
функция ѕїп х/х, имеющая достаточно ощутимые поло- 
жительные и Отрицательные всплески (боковые лепест- 


Послесловие 253 


ки). Колебательный характер этой функции проявляется 
в нежелательных интерференционных явлениях, сопро- 
вождающих процесс синтеза сигнала на выходе фильтра 
с прямоугольной передаточной функцией. В качестве фи- 
зического примера этих явлений можно привести эффект 
«дребезжания» сигнала в видеоусилителях с резко па- 
дающей частотной характеристикой. Другой пример — 
зернистая структура изображений объектов, освещенных 
лазерным излучением («спикл»-эффект). Способы борь- 
бы с этими нежелательными эффектами — плавный <за- 
вал» частотной характеристики усилителя и снижение 
степени когерентности излучения для приведения опти- 
ческой передаточной функции к некогерентной — факти- 
чески эквивалентны сглаживанию краев прямоугольных 
передаточных функций. Таким образом, регуляризация 
решения при восстановлении сигналов позволяет нетоль- 
ко осуществить редукцию к «почти идеальному» прибору, 
получив корректное приближенное решение, устойчивое 
к шумам, но и избежать нежелательных эффектов. 
Анализируя конкретные задачи восстановления сиг- 
налов, мы должны сосредоточить внимание на соотно- 
шении между шириной спектра восстанавливаемого сиг- 
нала и полосой пропускания реального прибора (рис. 
П.2). В предположении о том, что «нулевые точки» вну- 
три полосы пропускания отсутствуют, возможны три 
случая. Первые два случая, когда спектр сигнала значи- 
тельно шире передаточной функции прибора (рис. П.2,а) 
и ширина спектра сигнала и полоса пропускания при- 
бора соизмеримы (рис. П.2,6), мы уже рассмотрели. 
В первом случае можно применить аналитическое про- 
должение спектра сигнала, но в присутствии шумов ре- 
дукция к идеальному прибору невозможна. Во втором 
случае, используя методы регуляризации решения, мож- 
но осуществить редукцию к «почти идеальному» прибору. 
Наконец, в третьем случае, когда ширина спектра сигна- 
ла существенно уже полосы пропускания прибора (рис. 
П.2,в), задача восстановления оказывается корректной и 
любой из методов восстановления позволяет осуществить 
редукцию к идеальному прибору. Действительно, здесь 
мы можем заведомо пренебречь теми значениями 5 (о), 
которые соогветствуют малым значениям Н (~). При 
пренебрежении этими значениями решение основного ин- 
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тегрального уравнения будет единственным и устойчи- 
вым вследствие того, что функция $ (®) равна нулю для 
©, лежащих вне полосы пропускания. Рассмотренный 
случай соотношения между шириной спектра сигнала и 
полосой пропускания прибора довольно часто реализует- 
ся на практике в радиотехнике и спектроскопии [3] и 
восстановление сигналов не представляет принципиаль- 
ных затруднений. 

Однако вычислительные трудности в задачах вос- 
становления сигналов присутствуют практически всегда. 
Как следует из рассмотрения вычислительных аспектов 
проблемы (см. $ 2.7), требуемые объемы вычислитель- 
ных операций и памяти в основном определяются ин- 
формативностью сигнала. Они зависят также от выбран- 
ного алгоритма восстановления. Конечно, при относи- 
тельно небольшом числе отсчетов входного сигнала, ска- 
жем, порядка 10? или 10%, вычислительные трудности не- 
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значительны для всех методов восстановления. С другой 
стороны, при попытке редукции к идеальному прибору 
с неограниченной полосой пропускания методом анали- 
тического продолжения спектра необходимы теоретиче- 
ски бесконечные объемы вычислений и памяти. Ориен- 
тировочные оценки объема вычислений и памяти, тре- 
буемых для решения задач восстановления сигналов 
различными методами, приведены в табл. 2.3. 

На практике наибольшие затруднения вызывают за- 
дачи восстановления многомерных сигналов, т. е. сигна- 
лов, зависящих от нескольких переменных. Такие сигна- 
лы обычно характеризуются большой информативно- 
стью. Так, двумерный сигнал — плоское изображение 
телевизионного вещательного стандарта—имеет число от- 
счетов порядка 105—108 и для его обработки при восста- 
новлении требуется выполнить около 107—108 вычисли- 
тельных операций. Для такой же обработки негативов, 
получаемых с помощью современных оптических теле- 
скопов или широкоформатных фотоаппаратов, имею- 
щих число отсчетов порядка 10*—10'°, необходим вооб- 
ще огромный объем вычислений порядка 10'0—10' опе- 
раций и более. 

Сравнение приведенных объемов вычислений с про- 
изводительностью лучших современных универсальных 
ЭВМ (108—107 операций/с) показывает, что при сколь- 
нибудь значительных требованиях к оперативности обра- 
ботки сигналов применение универсальных ЭВМ неэф- 
фективно. Это затруднение можно попытаться обойти, 
обрабатывая на ЭВМ только отдельные фрагменты ис- 
ходного информационного массива, наиболее интересные 
с точки зрения получателя информации. Если же по су- 
ществу задачи этого делать нельзя, то целесообразно 
воспользоваться методами оптической обработки инфор- 
мации, изложенными в гл. 3. 

Оптические методы позволяют вести параллельно 
анализ больших информационных массивов, в чем их 
основное преимущество перед электронно-вычислитель- 
ными методами. Однако, применяя методы когерентной 
оптики и голографии для восстановления сигналов, сле- 
дует иметь в виду некоторые их недостатки: ограничен- 
ный класс реализуемых математических операций, 
относительно небольшая точность вычислений и необхо- 
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димость борьбы с шумами, вызванными высокой коге- 
рентностью излучения. Кроме того, переход от одного ме- 
тода восстановления к другому в оптических системах 
связан со сменой голографических фильтров или с пере- 
стройкой оптической схемы. Поэтому для решения задач 
восстановления высокоинформативных сигналов может 
оказаться целесообразным использование оптико-элек- 
тронных вычислительных комплексов (ОЭВК), разрабо- 
танных для обработки изображений в целях опознава- 
ния образов [6]. Такие комплексы, содержащие универ- 
сальную ЭВМ и специализированные оптические про- 
цессоры, позволяют сочетать высокое быстродействие и 
производительность оптических методов обработки ин- 
формации с гибкостью программирования и точностью 
вычислений, присущих ЭВМ. Процесс восстановления 
сигналов с помощью ОЭВК можно представить в виде 
двухэтапной процедуры. На первом этапе с помощью 
быстродействующих оптических методов обрабатывает- 
ся весь информационный массив, представляющий на 
блюдаемую функцию, с целью восстановления входного 
сигнала до такой степени, которая позволяет выявить 
наиболее важные, интересные информационные зоны 
(фрагменты) сигнала. На втором этапе, используя раз- 
личные алгоритмы восстановления сигналов на ЭВМ, 
можно попытаться улучшить восстановленный сигнал 
в пределах выявленных зон и снизить влияние шумов, 
внесенных на первом этапе. Так как наиболее интерес- 
ные для получателя информации фрагменты часто зани- 
мают лишь небольшую долю общего информационного 
массива, длительность дополнительной обработки ин- 
формации на ЭВМ может быть вполне приемлемой. 
Подводя итог, проиллюстрируем приведенные здесь 
рассуждения иа двух конкретных примерах. Первый 
пример относится к реставрации старинных граммофон- 
ных записей. Акустическая запись речи, пения и музы- 
кальных произведений примерно до середины 20-х годов 
производилась механическим способом с помощью весь- 
ма несовершенных звукозаписывающих аппаратов, с0- 
держащих примитивнвїй рупор большого размера, соеди- 
ненный через так называемую ззуковую коробку с меха- 
низмом для нарезки сигнальной канавки на диске из 
воска. Граммофенные пластинки затем тиражировались 
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с помощью полученного таким образом воскового ориги- 
нала. Наряду с характерным поверхностным шумом иглы 
(шипением) при проигрывании старинных пластинок 
сразу выявляются характерные искажения звука: «мега- 
фонное» звучание, резонансы и реверберация. Наиболее 
неприятный эффект заключается в громких звуковых 
«всплесках», когда при исполнении музыкальных произ- 
ведений встречаются определенные частоты. Как пока- 
зывают измерения частотных характеристик музейных 
экземпляров звукозаписывающих аппаратов, эти иска- 
жения вызваны в основном наличием резких пиков вели- 
чиной 10—20 дБ и более на частотной характеристике 
прибора. 

Логарифмическая амплитудно-частотная характери- 
стика искажений, внесенных звукозаписывающим при- 
бором, измеренная в диапазоне частот от 10 до 5000 Гц 
по граммзаписи голоса Карузо (1907 г.), показана на 
рис. П.З,а. Эта характеристика была получена в [22] 
путем сопоставления сигнала от коллекционной грамм- 
пластинки с записью того же вокального произведения 
в исполнении современного певца, зарегистрированного 
с помощью высококачественной звукозаписывающей 
аппаратуры, в предположении об отсутствии шумов. Ха- 
рактеристика инверсного фильтра для компенсации ис- 
кажений дана на рис. П.3,6. 

Однако применение инверсного фильтра с такой ха- 
рактеристикой для реставрации записи привело бы к эф- 
фекту псевдовосстановления вследствие усиления поверх- 
ностного шума, так как заведомо известно, что старин- 
ные звукозаписывающие приборы не могли записывать 
сигналы с частотами существенно ниже 200 Гц и выше 
4000 Гц. Ясно, что даже в отсутствие шумов экстрапо- 
ляция спектра сигнала методом аналитического продол- 
жения в данной задаче нежелательна, так как она при- 
вела бы к искажению голоса Карузо (во всяком случае 
это был бы уже не его голос). Таким образом, в данной 
задаче идеальным следует признать прибор с плоской 
частотной характеристикой, имеющий полосу пропуска- 
ния примерно от 200 до 4000 Гц. Для редукции к тако- 
му прибору требуется восстанавливающий фильтр с усе- 
ченной частотной характеристикой (рис. П.3,в). В [22] 
для синтеза восстанавливающего фильтра такого рода 
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использовались методы оптимальной фильтрации и го- 
моморфной фильтрации (см. $ 2.3). Частотная характе- 
ристика последовательности систем приема и восстанов- 
ления сигнала (суммарной системы) оказалась близкой 
к «почти идеальному» прибору (рис: П.3,г). 

Оценим объем вычислений, требуемый для решения 
задачи реставрации граммофонных записей, исходя из 
следующих соображений. Пусть интервал дискретизации 
спектра сигнала составляет 0,1 Гц. Тогда число отсчетов 
сигнала в данной задаче будет №=4-10“, что при дли- 
тельности граммзаписи в 3 мин соответствует взятию 
отсчетов через каждые 0,005 с. Для обработки сигнала 
в частотной области с помощью алгоритма БПФ потре- 
буется выполнить 5/ (14-41062 №) приведенных опера- 
ций (см. табл. 2.3), т. е. —1,2-107 операций. На ЭВМ ти- 
па БЭСМ-6 при быстродействии порядка 108 операций/с 
время решения задачи составит около 12 с, что вполне 
приемлемо. 

Другой пример — восстановление нерезких фото- 
снимков, искаженных вследствие «смаза» изображения 
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или дефокусировки фотоаппарата. Остановимся для кон- 
кретности на задаче обработки снимков, полученных 
с помощью оптического телескопа на спутнике. 
Так как длительность экспозиции при съемке звезд- 
ного неба велика, а за время экспозиции изображе- 
ние в фокальной плоскости телескопа не должно сме- 
щаться, необходима система компенсации скоростного 
сдвига изображения, возникающего вследствие движе- 
ния космического аппарата по орбите. Кроме того, не- 
обходимо позаботиться об устранении вибраций, а так- 
же поддерживать заданные значения температуры и 
давления внутри спутника, чтобы избежать дефокусиров- 
ки телескопа. Однако система ориентации и стабилиза- 
ции спутника, механизм компенсации сдвига изображе- 
ния, приборы терморегулирования обладают собствен- 
ными погрешностями и, несмотря на принятые меры, по- 
лученный фотоснимок звездного неба может оказаться 
несколько «смазанным», 
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Остаточный сдвиг изображения и сильная дефоку- 
сировка объектива вносят искажения, приводящие к то- 
му, что передаточная функция реального прибора при- 
обретает колебательный характер, изменяясь приблизи- 
тельно по закону ѕіп ө/о (рис. П.4,а). Различие в основ- 
ном в том, что сдвиг — одномерная операция, а дефоку- 
сировка — двумерная. Наличие в передаточной функции 
нулевых точек внутри полосы пропускания прибора при- 
водит к бесконечному усилению инверсного фильтра 
в окрестности этих точек (рис. П.4,б). Поэтому здесь 
необходимо стабилизировать решение не только на кра- 
ях полосы пропускания, но и в некоторых точках внутри 
ее. Передаточная функция одного из вариантов опти- 
мального восстанавливающего фильтра, рассчитанного 
для случая экспоненциальной аппроксимации энергети- 
ческого спектра шума, показана на рис. П.4,6, переда- 
точная функция суммарной системы — на рис. П.4,г. 

В данной задаче определяющей характеристикой 
является разрешающая способность аппаратуры наблю- 
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дения. Разрешение снимка определяется шириной поло- 
сы пропускания прибора. Поэтому заманчиво попытать- 
ся осуществить редукцию к идеальному прибору с не- 
ограниченной полосой пропускания, с тем чтобы полу- 
чить бесконечно высокое разрешение снимка. Однако 
такая попытка опять-таки заранее обречена на провал 
из-за бесконечно большого усиления шума, вызванного 
зернистостью фотоматериала и другими причинами. Бо- 
лее разумно выполнить восстановление сигнала в неко- 
торой ограниченной полосе частот (—@г, г), соответст- 
вующей, скажем, дифракционному пределу разрешаю- 
щей способности объектива. Но и в этом случае редук- 
ция к идеальному или «почти идеальному» прибору не- 
возможна, так как мы неизбежно теряем некоторые зоны 
спектра сигнала, расположенные вблизи нулевых точек, 
и, кроме того, стремясь снизить влияние шумов с помо- 
щью метода оптимальной фильтрации, уменьшаем сред- 
нее усиление суммарной системы в области высоких 
частот (рис. П.4,г). Тем не менее с помощью восстанов- 
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ления сигналов на практике удается значительно улуч- 
шить качество смазанных или дефокусированных изо- 
бражений, как это видно из рис. 2.18 и 3.10. 

В задаче обработки изображений информативность 
сигнала может быть очень велика. Будем считать, что 
для получения заданного разрешения широкоформатный 
снимок раскладывается на М=104Ж 10% элементов. Пусть 
далее число отсчетов весовой функции восстанавливаю- 
щего фильтра равно М=6Ж6. Тогда минимальное коли- 
чество вычислительных операций, соответствующее при- 
менению алгоритмов прямого вычисления дискретной 
свертки и примерно равное ЗАМ, оценивается величиной 
порядка 10. Это означает, что обработка одного сним- 
ка на ЭВМ типа БЭСМ-6 займет около 10% с, т. е. при- 
мерно несколько часов машинного времени, а обработка 
массива из 1000 снимков — несколько месяцев. 

Вместе с тем, если снимки сначала восстанавлива- 
ются оптическими методами с реальной производитель- 
ностью порядка 10 снимков в минуту, а на каждом 
снимке находится, допустим, по 10 интересных фрагмен- 
тов (это, например, фрагменты, содержащие изображе- 
ния двойных звезд в астрономии или очагов лесных по- 
жаров в исследовании природных ресурсов) и найден- 
ные фрагменты затем обрабатываются на ЭВМ типа 
БЭСМ-6 при стандарте разложения 256.256 элементов, 
то общее время электронно-оптической обработки всего 
массива из 1000 снимков составит только около 2 ч. 

Приведенные примеры показывают, что каждая кон- 
кретная задача восстановления сигналов требует де- 
тального анализа теоретических возможностей и огра- 
ничений. Дальнейшее развитие теории восстановления 
сигналов, по-видимому, будет направлено на совершен- 
ствование методов восстановления, поиск путей извлече- 
ния и учета всей априорной информации о задаче, раз- 
работку принципов построения специализированных 
вычислительных средств и оптимизацию проблемы устра- 
нения искажений в целом. Последнее предполагает изы- 
скание оптимального распределения усилий, затрачивае- 
мых на совершенствование самого прибора и на апосте- 
риорную обработку информации. 
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